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Resumo

Nesta dissertação são descritas bases para as identidades polinomiais e os polinô-

mios centrais com involução para a álgebra das matrizes 2× 2 sobre um corpo in�nito

K de característica p 6= 2, considerando-se a involução transposta, denotada por t, e

também a involução simplética, denotada por s. É conhecido que, como o corpo K é

in�nito, se ∗ é uma involução emM2(K), então o ideal de identidades (M2(K), ∗) coin-

cide com (M2(K), t) ou com (M2(K), s). Consideramos também as álgebras Mn(E),

Mk,l(E) eM1,1(E) sobre corpos de característica 0. Para as álgebrasMn(E) eMk,l(E),

provamos que para uma classe ampla de involuções as identidades polinomiais com

involução coincidem com as identidades ordinárias, e para a álgebra M1,1(E) com a in-

volução ∗ induzida pela superinvolução transposta na superálgebra M1,1(K), exibimos

uma base �nita para as ∗-identidades polinomiais.

Palavras-Chave: PI-Álgebras, Álgebras com Involução, Identidades Polinomiais

com Involução, Polinômios Centrais com Involução.
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Abstract

In this dissertation we describe basis for the polynomial identities and central

polynomials with involution for the algebra of 2 × 2 matrices over an in�nite �eld K

of characteristic p 6= 2 considering the transpose involution, denoted by t, and also

the symplectic involution, denoted by s. It is known that, since the �eld K is in�nite,

if ∗ is an involution on M2(K), then the ideal of identities (M2(K), ∗) coincides with

(M2(K), t) or with (M2(K), s). We also consider the algebras Mn(E), Mk,l(E) and

M1,1(E) over �elds of characteristic 0. For the algebras Mn(E) and Mk,l(E) we prove

that for a large class of involutions the polynomial identities with involution coincide

with the ordinary identities, and for the algebra M1,1(E) with the involution ∗ induced

by the transposition superinvolution of the superalgebraM1,1(K) we exhibit �nite basis

for the ∗-polynomial identities.

Keywords: PI-Algebras, Algebras with Involution, Polynomial Identities with

Involution, Central Polynomials with Involution.
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Introdução

A Teoria das Álgebras com Identidades Polinomiais, ou PI-Álgebras (do

inglês Polynomial Identities), é uma parte importante da Teoria de Anéis. A classe das

PI-Álgebras é ampla e engloba as álgebras comutativas, álgebras de dimensão �nita,

álgebras nilpotentes, entre outras. Além disso, o produto tensorial de duas PI-Álgebras,

as subálgebras e imagens homomór�cas de uma PI-álgebra e o produto direto de uma

família de PI-álgebras são também álgebras com identidades polinomiais.

As principais linhas de pesquisa envolvem a teoria estrutural das PI-álgebras den-

tro da qual podemos destacar o Teorema de Kaplansky e a teoria combinatória das

PI-álgebras, dentro da qual podemos destacar o Teorema de Amitsur e Levitsky. O

Teorema de Kaplansky a�rma que qualquer PI-álgebra primitiva é central simples e de

dimensão �nita sobre seu centro, foi demonstrado em 1948 no artigo [26] onde o autor

introduziu o termo identidade polinomial. Dois anos depois, em [3], Amitsur e Le-

vitsky provaram, usando métodos puramente combinatórios, que o polinômio standard

de grau 2k é uma identidade de grau mínimo para a álgebra das matrizes k × k.

Nos últimos anos várias generalizações do conceito de identidade polinomial têm

sido estudadas tais como: identidades polinomiais graduadas, identidade polinomiais

com traço e identidades polinomiais com involução (ou ∗-identidades), sendo esta úl-

tima o objeto de estudo desta dissertação. Kemmer utilizou identidades graduadas na

sua Teoria dos Ideais de Identidades em Álgebras Associativas (indicamos [27] para

mais detalhes). As identidades com traço foram introduzidas por Razmyslov em [31]

e como consequência dos resultados obtidos deu uma nova demonstração do Teorema

de Amitsur-Levitsky. Já as identidades polinomiais com involução têm relação com

as identidades polinomiais (ordinária). Em [2], Amitsur demonstrou que uma álgebra

satisfazendo uma identidade com involução é uma PI-álgebra.

Claudemir Fideles Bezerra Júnior UFCG



Introdução 12

Muitos dos conceitos e resultados sobre álgebras com identidades polinomiais têm

sido estudados no contexto das identidades polinomiais com involução. Em [21] a teoria

das representações do grupo hiperoctaedral é aplicada ao estudo das ∗-identidades

polinomiais de uma álgebra com involução (R, ∗) sobre um corpo de característica zero

e em [33] a autora estende um dos teoremas de Kemer para o caso de álgebras com

involução.

O problema de descrever as identidades de uma álgebra com involução (R, ∗) foi

resolvido para alguns casos apenas, por exemplo, em [11] são descritas as identidades

com involução da álgebra de matrizes 2 × 2, sobre corpos in�nitos de característica

diferente de 2, considerando-se a involução transposta e também a involução simplética.

Em [16] são descritas as identidades da álgebraM1,1(E) com a involução ∗ induzida pela

superinvolução transposta na superálgebra M1,1(K). Além disso é demonstrado que

para uma classe ampla de involuções as identidades com involução nas álgebrasMn(E)

eMk,l(E) são as identidades ordinárias. Estes são alguns resultados apresentados nesta

dissertação. Além das duas referências anteriores, apresentamos também a descrição

dos polinômios centrais com involução para a álgebra M2(K) que foi dada em [9].

A dissertação consiste em 5 capítulos e a seguir descreveremos como ela está

organizada.

No primeiro capítulo, introduzimos vários conceitos fundamentais para o desen-

volvimento do trabalho. Decidimos incluir as principais de�nições e notações da PI-

teoria, para tornar a dissertação mais independente de outras fontes. Mas para não

exagerar muito no volume da dissertação, optamos por omitir algumas demonstrações

que podem ser consultadas nos livros [17], [19] e [20] e também na dissertação [15].

Assim, introduzimos os conceitos de polinômio central, identidade polinomial, identi-

dade multihomogênea e multilinear, e por �m, apresentamos alguns resultados sobre

matrizes genéricas que são importantes no desenvolvimento dos Capítulos 3 e 5.

No segundo capítulo, estudamos os fatos básicos sobre álgebras com involução,

baseado no livro [32], nas teses [10] e [13] e no artigo [33]. Apresentamos os conceitos de

identidade e polinômio central com involução e também a classi�cação das involuções

em álgebras centrais simples. Além disso, fazemos um breve estudo sobre polinômios

∗-próprios, estudo este importante no desenvolvimento de toda dissertação.

No Capítulo 3, considerando K um corpo in�nito de característica diferente de

Claudemir Fideles Bezerra Júnior UFCG



Introdução 13

2, apresentaremos a descrição feita por Colombo e Koshlukov em [11], das identidades

polinomiais com involução para álgebra das matrizes de ordem 2. Os principais resul-

tados do capítulo descrevem bases das identidades com involução para esta álgebra.

Consideramos os dois tipos de involução, a transposta e a simplética. No primeiro

caso, utilizamos métodos a�m de diminuir o estudo para identidades polinomiais que

dependam apenas de variáveis simétricas, e em seguida de�nimos um operador L e

estudamos as tabelas admissíveis com o intuito de concluir o resultado, baseado nos

artigos [28], [29] e [34]. O segundo caso, resolve-se através da descrição das identidades

fracas de M2(K) feita em [29].

No Capítulo 4, como no capítulo anterior, K será considerado um corpo in�nito

de característica diferente de 2. Apresentaremos a descrição feita por Brandão e Kosh-

lukov, em [9], dos polinômios centrais com involução para a álgebra das matrizes de

ordem 2, considerando-se as involuções transposta e simplética. Nestas descrições são

usadas ideias e resultados desenvolvidos no capitulo anterior.

Finalmente, no quinto capítulo, apresentamos a descrição feita por Di Vincenzo

e Koshlukov, em [16], sobre as identidades com involução das álgebrasMn(E), Mk,l(E)

e M1,1(E) sobre corpos de característica 0. Primeiramente, é feito um estudo sobre

alguns conceitos que serão importantes no decorrer do capítulo, tais como superálge-

bras, superinvolução, entre outros, estudo este baseado no artigo [24]. Em seguida,

considerando-se as álgebras Mn(E) e Mk,l(E), provamos que para uma classe ampla

de involuções as identidades polinomiais com involução coincidem com as identidades

ordinárias. Por �m, consideramos a álgebra M1,1(E) com a involução ∗ induzida pela

superinvolução transposta na superálgebraM1,1(K) e exibimos uma base �nita para as

∗-identidades polinomiais dessa álgebra. Para isto determinamos algumas ∗-identidades

satisfeitas em (M1,1(E), ∗) e consideraremos o T∗-ideal I gerado por estas identidades.

Em seguida, tomaremos o espaço dos polinômios multilineares ∗-próprios na álgebra

relativamente livre K〈X ∪ Y 〉/I, �xaremos um conjunto de geradores para cada um

desses espaços, provaremos que estes polinômios são linearmente independentes módulo

T∗(M1,1(E)) e concluiremos que I = T∗(M1,1(E)).

Claudemir Fideles Bezerra Júnior UFCG



Capítulo 1

Conceitos Preliminares

Neste primeiro capítulo, temos como objetivo estabelecer as notações, os conceitos

e resultados básicos necessários que serão utilizadas nos demais capítulos deste traba-

lho. Vamos, inicialmente, falar sobre PI-álgebras, que é o nosso objeto fundamental de

estudo. Em todo o capítulo, K é um corpo qualquer, charK denotará a característica

do corpo K e, a menos que se diga o contrário, todas as álgebras e espaços vetoriais

serão sobre K.

1.1 Álgebra

De�nição 1.1.1 De�ne-se uma K-álgebra, ou simplesmente álgebra, como sendo um

par (A; ∗), onde A é um espaço vetorial e �∗� é uma operação em A que é uma aplicação

bilinear, ou seja, ∗ : A× A→ A satisfaz:

(i) a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c;

(ii) (a+ b) ∗ c = a ∗ c+ b ∗ c;

(iii) (λa) ∗ b = a ∗ (λb) = λ(a ∗ b),

para quaisquer a, b, c ∈ A e λ ∈ K.

Na de�nição acima, �∗� chama-se produto ou multiplicação. Em geral, denotare-

mos a ∗ b, com a, b ∈ A, simplesmente por ab. De�nimos a1a2a3 como sendo (a1a2)a3

e, indutivamente, a1a2 . . . an−1an como sendo (a1a2 . . . an−1)an, para a1, . . . , an ∈ A.

Claudemir Fideles Bezerra Júnior UFCG



Capítulo 1. Álgebra 15

Dizemos que um subconjunto β da álgebra A é uma base se β é uma base de A como

espaço vetorial e de�nimos a dimensão de A como sendo a dimensão de A como espaço

vetorial.

De�nição 1.1.2 Uma álgebra A será dita:

(i) Associativa, se (ab)c = a(bc), para quaisquer a, b, c ∈ A;

(ii) Comutativa, se ab = ba, para quaisquer a, b ∈ A;

(iii) Unitária (ou com unidade), se existir 1A ∈ A tal que 1Aa = a1A = a, para todo

a ∈ A;

(iv) Álgebra de Lie se valem a2 = aa = 0 e (ab)c + (bc)a + (ca)b = 0 (identidade

de Jacobi), para quaisquer a, b, c ∈ A. Observe que a2 = 0 implica que ab = −ba,

para quaisquer a, b ∈ A. Dizemos que uma álgebra de Lie é abeliana se ab = 0,

para quaisquer a, b ∈ A.

Sendo A uma álgebra unitária e λ ∈ K, identi�caremos λ como sendo o elemento

λ1A de A e o corpo K como o subconjunto {λ1A ; λ ∈ K} (subespaço de A gerado

pelo elemento 1A). Apresentaremos agora exemplos importantes de álgebras.

Exemplo 1.1.3 (Álgebra das matrizes) Sendo K um corpo e n ∈ N, o espaço

vetorial Mn(K) munido de seu produto usual é uma álgebra associativa com unidade

(a matriz identidade In). Destacamos nesta álgebra as matrizes elementares Eij, que

possuem 1 na entrada da i-ésima linha e j-ésima coluna e 0 nas demais. É fácil veri�car

que elas formam uma base para Mn(K). De modo mais geral, se A é uma álgebra,

consideramos o espaço vetorial Mn(A) de todas as matrizes de ordem n com entradas

em A. O produto de matrizes emMn(A) é análogo ao produto de matrizes com entradas

em K. Temos então uma estrutura de álgebra em Mn(A).

Exemplo 1.1.4 (Álgebra de Grassmann) Sejam K um corpo e V o espaço veto-

rial sobre K com base {e1, e2, e3, . . .}. De�nimos a álgebra de Grassmann (ou álgebra

exterior) de V , denotada por E = E(V ), como sendo a álgebra associativa e unitária

com base

{1, ei1ei2 . . . eik ; i1 < i2 < . . . < ik; k ≥ 1},

Claudemir Fideles Bezerra Júnior UFCG



Capítulo 1. Álgebra 16

através do produto induzida pela relação eiej = −ejei, para quaisquer i, j ∈ N. Desta-

camos em E os subespaços:

E(0) = 〈1E, ei1ei2 . . . eim ; m é par, i1 < i2 < . . . < im〉

e

E(1) = 〈ei1ei2 . . . eim ; m é ímpar, i1 < i2 < . . . < im〉.

Claramente, E = E(0) ⊕ E(1). Uma vez que eiej = −ejei, temos

(ei1ei2 . . . eim)(ej1ej2 . . . ejn) = (−1)mn(ej1ej2 . . . ejn)(ei1ei2 . . . eim),

para quaisquer m,n ∈ N. Assim, podemos concluir que ax = xa para quaisquer a ∈ E(0)

e x ∈ E, e xy = −yx para quaisquer x, y ∈ E(1). Note que, se charK = 2, então E é

uma álgebra comutativa.

Considere E ′ o subespaço de E gerado por

{ei1ei2 . . . eim ; m ∈ N, i1 < i2 < . . . < im}.

Temos que E ′, munido da operação de E, é uma álgebra chamada álgebra exterior

sem unidade. Observe que E ′ = E ′(0) ⊕ E(1), onde E ′(0) é o subespaço gerado por

{ei1ei2 . . . eim ; m é par, i1 < i2 < . . . < im}.

O próximo resultado nos permite obter uma estrutura de álgebra a partir de um

espaço vetorial.

Proposição 1.1.5 Sejam A um espaço vetorial e β uma base de A. Dada

f : β × β → A, existe uma única aplicação bilinear · : A × A → A tal que

u1 · u2 = f(u1, u2) para quaisquer u1, u2 ∈ β.

Demonstração: Veja a prova em [15], p.13. �

Assim, para de�nir uma estrutura de álgebra em A basta de�nir o produto para

os elementos de uma base. Uma vez de�nido o produto, veri�ca-se que A é uma álgebra

associativa se, e somente se, (v1v2)v3 = v1(v2v3), para quaisquer v1, v2, v3 ∈ β.

Exemplo 1.1.6 (Produto tensorial de álgebras) Sejam A e B álgebras. Recor-

damos que o produto tensorial dos espaços vetoriais A e B, denotado por A ⊗ B, é o

espaço vetorial gerado por {a ⊗ b ; a ∈ A, b ∈ B}. Os elementos da forma a ⊗ b são

chamados de tensores e satisfazem:
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(i) (a1 + a2)⊗ b = (a1 ⊗ b) + (a2 ⊗ b);

(ii) a⊗ (b1 + b2) = (a⊗ b1) + (a⊗ b2);

(iii) λ(a⊗ b) = (λa)⊗ b = a⊗ (λb),

para quaisquer a1, a2, a ∈ A, b1, b2, b ∈ B e λ ∈ K.

É um fato bastante conhecido que se β1 e β2 são bases de A e B, respectivamente,

então o conjunto {u ⊗ v ; u ∈ β1, v ∈ β2} é uma base de A ⊗ B. Se V é um espaço

vetorial e f : A × B → V é uma aplicação bilinear, então existe uma única transfor-

mação linear Tf : A⊗ B → V satisfazendo Tf (a⊗ b) = f(a, b) (propriedade universal

do produto tensorial). Para maiores detalhes, veja [1], Capítulo 2.

Para de�nir uma estrutura de álgebra em A⊗B, �xemos duas bases β1 e β2 de A

e B, respectivamente, e de�namos (u1⊗v1)(u2⊗v2) = u1u2⊗v1v2, para todo u1, u2 ∈ β1

e v1, v2 ∈ β2. Se A e B são álgebras associativas então A⊗ B, munido deste produto,

é uma álgebra associativa, pela proposição anterior. Além disso, se A e B são álgebras

com unidade, a unidade da álgebra A⊗B é 1A ⊗ 1B.

Sendo A uma álgebra associativa e a, b ∈ A, de�nimos o comutador de a e b,

denotado por [a, b], e o produto de Jordan de a e b, denotado por a◦ b, como sendo

[a, b] = ab− ba e a ◦ b = (ab+ ba).

De modo geral, de�nimos o comutador de comprimento n como sendo

[a1, a2, . . . , an] = [[a1, . . . , an−1], an],

para ai ∈ A. É fácil veri�car que

[ab, c] = a[b, c] + [a, c]b, para a, b, c ∈ A. (1.1)

Fazendo indução sobre n podemos mostrar que:

[a1a2 . . . an, c] =
n∑
i=1

a1 . . . ai−1[ai, c]ai+1 . . . an, (1.2)

para cada ai, c ∈ A.

Observação 1.1.7 Caso a característica do corpo seja diferente de 2, podemos de�nir

o produto de Jordan de a e b da seguinte forma:

a ◦ b = (1/2)(ab+ ba).
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De�nição 1.1.8 Seja A uma K-álgebra. Dizemos que:

(i) Um subespaço B de A é uma subálgebra de A, se é fechado com respeito a

multiplicação, isto é, b1b2 ∈ B para quaisquer b1, b2 ∈ B;

(ii) Um subespaço I de A é um ideal (bilateral) de A se AI ⊆ I e IA ⊆ I, ou seja,

se ax, xa ∈ I para quaisquer a ∈ A e x ∈ I.

Podemos de�nir ideias unilaterais. Um subespaço I é dito ideal à direita (respec-

tivamente à esquerda) se IA ⊆ I (respectivamente AI ⊆ I).

Exemplo 1.1.9 Considere a álgebra exterior E (Exemplo 1.1.4). Dado k ∈ N, tome-

mos o subespaço Ek de E gerado por

{1, ei1ei2 . . . eil ; i1 < i2 < . . . < il ≤ k}.

Temos que Ek é uma subálgebra de E de dimensão 2k e é a álgebra exterior do espaço

vetorial com base {e1, e2, . . . , ek}.

Exemplo 1.1.10 (Centro de uma álgebra) Seja A uma álgebra associativa. O

conjunto

Z(A) = {a ∈ A ; ax = xa, para todo x ∈ A}

é uma subálgebra de A chamado de centro de A. É fácil veri�car que dado n ∈ N,

Z(Mn(K)) = {λIn ; λ ∈ K} e que Z(E) = E(0).

Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. De�nimos uma relação em A da seguinte

forma: Dados a, b ∈ A, a é dito congruente a b módulo I se, e somente se, a−b ∈ I. Tal

relação será denotada por a ≡ b (mod I) ou a ≡I b. O conjunto a+ I = {a+ i ; i ∈ I}

é chamado de classe de equivalência de a módulo I e pode ser denotado por ā.

O conjunto de todas as classes de equivalência módulo I de A será representado por

A/I.

Considere o K-espaço vetorial A/I, com as operações soma e multiplicação por

escalar usuais (ā + b̄ = a+ b e λā = λa, para todo λ ∈ K e quaisquer a, b ∈ A),

podemos considerar a operação multiplicação

· : A/I × A/I → A/I

(ā, b̄) → ā · b̄ = āb.
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Como I é um ideal, temos que esta operação está bem de�nida e faz de A/I uma

álgebra chamada Álgebra Quociente de A por I.

De�nição 1.1.11 Sejam A uma álgebra e S um subconjunto não vazio de A. De�ni-

mos:

(i) Subálgebra de A gerada por S, denotada por K(S), como sendo a interseção

de todas as subálgebras de A que contêm S (ou S ∪ {1A}, caso A seja unitária).

(ii) Ideal de A gerado por S, denotado por IS, como sendo a interseção de todos

os ideais de A que contêm S.

Claramente, da de�nição anterior, K(S) é a menor subálgebra de A que contém

S, e o ideal de A gerado por S é o menor ideal de A contendo S. Sendo A uma

álgebra, dizemos que S ⊆ A gera A, como álgebra, ou é um conjunto gerador para

a álgebra A, se K(S) = A. Além disso, A é dita uma álgebra �nitamente gerada

se existe S ⊆ A, �nito, tal que K(S) = A. Sendo A uma álgebra associativa unitária

e S um subconjunto não vazio de A, não é difícil mostrar que K(S) coincide com o

subespaço de A gerado por {1, s1s2 . . . sn ; n ∈ N, si ∈ S} e o ideal de A gerado por S

coincide com o subespaço de A gerado por {asb ; a, b ∈ A, s ∈ S}.

De�nição 1.1.12 Sejam A e B duas álgebras. Dizemos que uma transformação linear

ϕ : A → B é um homomor�smo de álgebras, se ϕ(a1a2) = ϕ(a1)ϕ(a2), para

quaisquer a1, a2 ∈ A. Se A e B possuem unidade, exigimos que ϕ(1A) = 1B.

Chamamos ϕ de monomor�smo (ou mergulho) se ϕ é um homomor�smo in-

jetivo, de epimor�smo se ϕ é um homomor�smo sobrejetivo, e de isomor�smo se ϕ

é um homomor�smo bijetivo. Dizemos que ϕ é um endomor�smo de A, se ϕ é um

homomor�smo de A em A e que é um automor�smo de A se ϕ é um endomor�smo

bijetivo de A. Denotamos por End(A) e Aut(A) os conjuntos dos endomor�smos e auto-

mor�smos, respectivamente, da álgebra A. Quando existe um isomor�smo ϕ : A→ B,

dizemos que as álgebras A e B são isomorfas e denotamos por A ' B.

Seja ϕ : A→ B um homomor�smo de álgebras. Denotamos o núcleo de ϕ por

Kerϕ = {a ∈ A ; ϕ(a) = 0} e a imagem de ϕ por Imϕ = {ϕ(a) ; a ∈ A}. É de fácil

veri�cação que Kerϕ é um ideal de A e a Imϕ é uma subálgebra de B.

Apresentaremos a seguir alguns exemplos importantes de homomor�smos.
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Exemplo 1.1.13 Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. A aplicação π : A→ A/I,

de�nida por π(a) = ā, é um epimor�smo de álgebras chamado de projeção canônica.

Exemplo 1.1.14 Seja A uma álgebra associativa e unitária. Dizemos que um ele-

mento a ∈ A é invertível se existe a−1 ∈ A tal que aa−1 = a−1a = 1. Vamos denotar

por U(A) o conjunto dos elementos invertíveis de A. Tomando r ∈ U(A), podemos

considerar a aplicação

ζr : A → A

x → ζr(x) = r−1xr.

É fácil veri�car que esta aplicação é um automor�smo de A, chamado de automor-

�smo interno determinado por r.

Exemplo 1.1.15 Seja A′ uma álgebra sem unidade. Consideremos o espaço vetorial

A = K ⊕ A′ = {(λ, a)|λ ∈ K, a ∈ A′}

De�nimos em A o seguinte produto (λ1, a1)(λ2, a2) = (λ1λ2, λ1a2 + λ2a1 + a1a2). O

conjunto A munido deste produto é uma álgebra associativa com unidade (1,0). A

aplicação φ : A′ → A de�nida por φ(a) = (0, a) é um monomor�smo. Dizemos que A

é obtida de A′ por adjunção da unidade.

1.2 Álgebra Associativa Livre

Nesta seção construiremos as Álgebras Associativas Livres, cuja importância está

no fato de serem os ambientes onde são introduzidos o conceito de identidades poli-

nomiais e polinômios centrais utilizados em todo este trabalho. Começaremos com a

de�nição de Álgebras Livres.

De�nição 1.2.1 Seja B uma classe de álgebras e F ∈ B uma álgebra gerada por

um conjunto X ⊆ F . A álgebra F é dita livre na classe B, se satisfaz a seguinte

propriedade universal: para cada álgebra A ∈ B e cada aplicação h : X −→ A

existir um único homomor�smo F → A estendendo h. Neste caso, dizemos que F é

livremente gerada pelo conjunto X. Além disso, a cardinalidade |X| do conjunto X

será chamada de posto de F .
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Exemplo 1.2.2 A álgebra unitária dos polinômios associativos e comutativo nas va-

riáveis x1, . . . , xn, denotada porK[x1, . . . , xn], é gerada pelo conjunto X = {x1, . . . , xn}.

Sejam A uma álgebra associativas, comutativas e unitárias, ai ∈ A e a aplicação ϕ :

X → A, ϕ(xi) = ai. O homomor�smo φ : K[x1, . . . , xn]→ A dado por φ(f(x1, . . . , xn)) =

f(a1, . . . , an) estende ϕ. Portanto, K[x1, . . . , xn] é a álgebra livre livremente gerada pelo

conjunto X na classe de todas as álgebras associativas, comutativas e unitárias.

Agora construiremos uma álgebra livre na classe de todas as álgebras associativas

unitárias. A menos de menção contrária, as álgebras consideradas serão associativas

com unidade.

SejaX = {x1, x2, . . .} um conjunto não vazio e enumerável cujos elementos iremos

chamar de variáveis não comutativas. De�nimos uma palavra em X de comprimento

n ∈ N como sendo uma sequência �nita xi1xi2 . . . xin e xij ∈ X. Quando n = 0, vamos

chamar esta palavra de palavra vazia, que denotaremos por 1. Dizemos que duas

palavras xi1xi2 . . . xin e xj1xj2 . . . xjm são iguais se n = m e i1 = j1, i2 = j2, . . . , in = jn.

Consideremos K〈X〉 o espaço vetorial que tem como base o conjunto de todas as

palavras em X. Tal espaço munido do produto (chamado de concatenação)

(xi1xi2 . . . xin)(xj1xj2 . . . xjm) = xi1xi2 . . . xinxj1xj2 . . . xjm

é uma álgebra associativa unitária e X gera K〈X〉 como álgebra.

Os elementos de K〈X〉, que chamaremos de polinômios, são somas (formais) de

termos (ou monômios) que por sua vez são produtos (formais) de um escalar por uma

palavra em X.

Proposição 1.2.3 A álgebra K〈X〉 é livre, livremente gerada por X na classe das

álgebras associativas unitárias.

Demonstração: Seja A uma álgebra associativa com unidade e h : X → A uma

aplicação qualquer. Para cada i ∈ N, denotaremos por ai a imagem de xi por h.

Consideremos agora a aplicação linear ϕh : K〈X〉 → A tal que ϕh(1) = 1A e

ϕh(xi1xi2 . . . xin) = ai1ai2 . . . ain . Temos que ϕh é um homomor�smo de álgebras e

é o único satisfazendo ϕh|X = h. �
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Observação 1.2.4 A imagem de f(x1, x2, . . . , xn) pelo homomor�smo ϕh será deno-

tada por f(a1, a2, . . . , an), ou seja, o elemento f(a1, a2, . . . , an) é obtido pela substitui-

ção das variáveis x1, x2, . . . , xn pelos elementos a1, a2, . . . , an no polinômio associativo

f(x1, x2, . . . , xn).

1.3 Álgebra Envolvente

Sendo A uma álgebra associativa. Podemos obter uma nova álgebra A(−) munida

do produto [a1, a2] = a1a2 − a2a1. Com este produto A(−) é uma álgebra de Lie.

De�nição 1.3.1 Diremos que uma álgebra associativa A é uma álgebra envolvente

para a álgebra de Lie L, se L é isomorfa a uma subálgebra de A(−).

Exemplo 1.3.2 Seja L uma álgebra de Lie com base {u, v} tal que u ∗ v = v. A

álgebra M2(K) é uma álgebra envolvente de L, pois a subálgebra M2(K)(−) gerada por

{E11, E12} é isomorfa a L.

De�nição 1.3.3 Seja L uma álgebra de Lie. Dizemos que a álgebra associativa

U = U(L) é uma álgebra universal envolvente de L, se L é uma subálgebra

de U (−) e U satisfaz a seguinte propriedade universal: para qualquer álgebra associ-

ativa A e qualquer homomor�smo de álgebras de Lie φ : L → A(−) existe um único

homomor�smo ψ : U(L)→ A que estende φ.

Os próximos resultados serão úteis para o Capítulo 2, precisamente para a seção

2.4.

Lema 1.3.4 Se U1 e U2 são álgebras universais envolventes da álgebra de Lie L, então

U1 ' U2.

Demonstração: Sabendo que U1 e U2 são álgebras associativas (por de�nição), po-

demos considerar φ1 : L→ U1
(−) e φ2 : L→ U2

(−) os homomor�smos inclusões. Clara-

mente, φ1 e φ2 são homomor�smos de Lie e podemos tomar ψ1 : U2 → U1 e ψ2 : U1 → U2

as extensões correspondentes. Observe ainda que (ψ1 ◦ψ2)(x) = ψ1(x) = x, para quais-

quer x ∈ L. Portanto, ψ1 ◦ ψ2 é um homomor�smo que estende a identidade e assim
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ψ1 ◦ψ2 = IdU1 . De modo totalmente análogo obtemos ψ2 ◦ψ1 = IdU2 e concluímos que

U1 ' U2. �

Teorema 1.3.5 (Poincaré-Birko�-Witt) Toda álgebra de Lie L possui uma única

(a menos de isomor�smo) álgebra universal envolvente U = U(L). Se L é um álgebra

de Lie e o conjunto {ei ; i ∈ I} é uma base de L ordenada por uma ordem no conjunto

dos índices I, então U(L) tem uma base dada por

{ei1 . . . eip ; i1 ≤ . . . ≤ ip, p = 0, 1, . . .}

onde p = 0 nos dá a unidade de U(L).

Demonstração: Veja a prova em [19], p.11. �

Teorema 1.3.6 (Witt) A subálgebra de Lie L(X) de K〈X〉(−) gerada por X é livre

na classe das álgebras de Lie com X como conjunto de geradores livres. Além disso,

U(L(X)) = K〈X〉.

Demonstração: Inicialmente mostraremos que L(X) é livre na classe das álgebras

de Lie. Considere G uma álgebra de Lie e a aplicação h : X → G, dada por

h(xi) = gi. Sejam A = U(G) e a homomor�smo inclusão G ↪→ A, podemos considerar

o homomor�smo ϕ : K〈X〉 → A que estende h. Obtemos então um homomor�smo

ϕ̃ : K〈X〉(−) → A(−) de álgebras de Lie e denotaremos por φ : L(X) → A(−) a res-

trição de ϕ̃ à L(X). Note que φ(xi) = gi e X = {xi ; i ∈ I} gera L(X). Portanto,

φ(L(X)) ⊆ G e obtemos um homomor�smo φ̃ : L(X)→ G, com φ̃(xi) = gi.

Mostraremos, agora, que U(L(X)) = K〈X〉. É imediato que L(X) ⊆ K〈X〉.

Suponha agora que φ : L(X) → A(−) é um homomor�smo de álgebras de Lie, onde

A é uma álgebra associativa. Seja ϕ : K〈X〉 → A o único homomor�smo tal que

ϕ(xi) = φ(xi) = ai, i ∈ I. Como ϕ(xi) = φ(xi) para todo xi ∈ X e X gera L(X),

temos que ϕ é único que estende φ. Portanto, U(L(X)) = K〈X〉. �

1.4 Identidades Polinomiais

Sejam X = {x1, x2, . . .} e K〈X〉 a álgebra associativa livre com unidade livre-

mente gerada por X.
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De�nição 1.4.1 Sejam A uma álgebra associativa e f = f(x1, x2, . . . , xn) ∈ K〈X〉.

Dizemos que f = 0 é uma identidade polinomial de A (ou identidade polinomial

ordinária de A) se f(a1, . . . , an) = 0, para quaisquer a1, . . . , an ∈ A. Neste caso,

diremos que A satisfaz a identidade f(x1, . . . , xn).

É imediato que o polinômio f = 0 (polinômio nulo) é uma identidade polinomial

para qualquer álgebra A.

Observação 1.4.2 Considere f(x1, x2, . . . , xn) ∈ K〈X〉. Então f = f(x1, x2, . . . , xn)

é uma identidade polinomial de A se, e somente se, f pertence aos núcleos de todos os

homomor�smos de K〈X〉 em A.

De�nição 1.4.3 Se A satisfaz uma identidade polinomial f 6= 0, dizemos que A é

uma PI-álgebra.

Denotaremos por T (A) o conjunto de todas as identidades polinomiais de A.

Sendo A e B álgebras, dizemos que A e B são PI-equivalentes se T (A) = T (B).

Exemplo 1.4.4 Seja A uma álgebra comutativa. Então, [x1, x2] ∈ K〈X〉 é uma iden-

tidade polinomial de A. Em particular, toda álgebra comutativa é uma PI-álgebra.

Exemplo 1.4.5 Seja A uma álgebra associativa de dimensão �nita, digamos

dimA < n. Então A satisfaz a identidade standard de grau n

sn(x1, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

(−1)σxσ(1) . . . xσ(n),

onde Sn é o grupo simétrico das permutações de {1, 2, . . . , n} e (−1)σ é o sinal da

permutação σ ∈ Sn. Assim, toda álgebra de dimensão �nita é uma PI-álgebra. Em

particular, Mn(K) é uma PI-álgebra.

Exemplo 1.4.6 (Teorema Amistsur-Levitzki) A álgebra Mn(K) das matrizes de

ordem n satisfaz a identidade standard de grau 2n. Para mais detalhes veja [20], pág.

16.
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1.5 Variedades de Álgebra e Álgebras Relativamente

Livres

De�nição 1.5.1 Seja S um subconjunto de K〈X〉. A classe V de todas as álgebras que

têm todos os polinômios de S como identidades é chamada de variedade (de álgebras

associativas) de�nida por S.

De�nição 1.5.2 Um ideal I de K〈X〉 é um T -ideal se é invariante por todos os en-

domor�smos de K〈X〉, ou seja, ϕ(I) ⊆ I, para todo ϕ ∈ End(K〈X〉).

Proposição 1.5.3 Se A é uma álgebra, então T (A) é um T -ideal de K〈X〉. Recipro-

camente, se I é um T -ideal de K〈X〉, então existe uma álgebra B tal que T (B) = I.

Demonstração: É fácil veri�car que T (A) é um ideal de K〈X〉. Resta mostrar

que T (A) é invariante por todo endomor�smo de K〈X〉. Tomemos arbitrariamente

f = f(x1, . . . , xn) ∈ T (A) e ϕ ∈ End(K〈X〉). Note que se ψ : K〈X〉 → A é um

homomor�smo qualquer de álgebras, então ψ(ϕ(f)) = (ψ ◦ ϕ)(f) = 0, pois

ψ ◦ ϕ : K〈X〉 → A

é um homomor�smo de álgebras e f ∈ T (A). Portanto, ϕ(f) ∈ Kerψ e deste modo

ϕ(f) ∈ T (A).

Reciprocamente, dado I um T -ideal de K〈X〉, consideremos a álgebra quociente

B = K〈X〉/I e a projeção canônica π : K〈X〉 → K〈X〉/I. Se f ∈ T (B), então

f ∈ Kerπ. Como Kerπ = I, temos que T (B) ⊆ I. Por outro lado, se f(x1, . . . , xn) ∈ I

e g1, . . . , gn ∈ K〈X〉, então f(g1, . . . , gn) ∈ I e daí f(ḡ1, . . . , ḡn) = f(g1, . . . , gn) = 0̄.

Assim, I ⊆ T (B) e disso segue o resultado. �

É possível mostrar que a interseção de uma família qualquer de T -ideais ainda

é um T -ideal. Portanto, dado um subconjunto S qualquer de K〈X〉, podemos de�nir

o T -ideal gerado por S, o qual denotaremos por 〈S〉T , como sendo a interseção de

todos os T -ideias de K〈X〉 que contêm S. Assim, 〈S〉T é o menor T -ideal de K〈X〉

contendo S.

Observação 1.5.4 〈S〉T é o subespaço de K〈X〉 gerado por

{h1f(g1, . . . , gn)h2 ; h1, h2, g1, . . . gn ∈ K〈X〉 e f ∈ S}.
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Se V é uma variedade de álgebras. De�nimos o T -ideal da variedade V , denotado

por T (V), como sendo a interseção de todos os T -ideais T (A) com A ∈ V . A variedade

de álgebras de�nida por T (V) é chamada de variedade gerada por V e denotada por

var(V). Se V = {A}, então denotamos var(V) simplesmente por var(A). Observe que

a variedade de�nida por S é igual à variedade de�nida por 〈S〉T .

Exemplo 1.5.5 A classe de todas as álgebras associativas é uma variedade, de�nida

pelo subconjunto S = {0} de K〈X〉.

Exemplo 1.5.6 A classe de todas as álgebras associativas e comutativas é uma vari-

edade, de�nida pelo subconjunto S = {[x1, x2]} de K〈X〉.

De�nição 1.5.7 Seja V uma variedade de álgebra. Dizemos que uma álgebra F ∈ V

é uma álgebra relativamente livre de V se existe um subconjunto Y (enumerável)

gerador de F tal que para toda álgebra A ∈ V e toda aplicação ρ : Y → A existe um

único homomor�smo ϕ : F → A que estende ρ. F é então dita ser livremente gerada

por Y . Além disso, a cardinalidade de Y é chamada posto de F .

Exemplo 1.5.8 K〈X〉 é relativamente livre, livremente gerada por X, na variedade

V = V({0}).

O teorema seguinte caracteriza as álgebras relativamente livres em qualquer va-

riedade.

Teorema 1.5.9 Seja V a variedade de álgebras associativas de�nida pelo conjunto

S = {fi ; i ∈ I} ⊆ K〈X〉. Se Y é um conjunto (não vazio) e 〈S〉T é o T -ideal de K〈Y 〉,

então A = K〈Y 〉/〈S〉T é a álgebra relativamente livre na variedade V, livremente gerada

por Y = {y = y+ 〈S〉T ; y ∈ Y }. Além disso, duas álgebras relativamente livres em V

de mesmo posto são isomorfas.

Demonstração: Sejam fi(x1, . . . , xn) ∈ S e ḡ1, ḡ2, . . . , ḡn elementos arbitrários de A,

onde ḡj = gj + 〈S〉T , com gj ∈ K〈Y 〉. Então, fi(ḡ1, ḡ2, . . . , ḡn) = fi(g1, g2, . . . , gn) = 0̄

em A, uma vez que fi(g1, g2, . . . , gni) ∈ 〈S〉T . Logo, A ∈ V .

Claudemir Fideles Bezerra Júnior UFCG



Capítulo 1. T-espaços e Polinômios Centrais 27

Resta provar a propriedade universal de A. Seja R ∈ V e φ : Y → R uma

aplicação. Considere agora a aplicação

θ : Y → R

y → θ(y) = φ(ȳ).

Seja θ1 : K〈Y 〉 → R o homomor�smo de álgebras que estende θ. Como S ⊆ T (R) e

daí 〈S〉T ⊆ Kerθ1, temos que a aplicação

θ̄1 : A → R

ḡ → θ̄(ḡ) = φ(ḡ),

é bem de�nida e é o único um homomor�smo de álgebras que estende φ.

Suponha agora A1 e A2 relativamente livres em V , com conjuntos geradores livres

Y1 e Y2 de mesma cardinalidade. Sejam g : Y1 → Y2 bijetora, g e g−1 se estendendo aos

homomor�smos ϕ1 : A1 → A2 e ϕ2 : A2 → A1, respectivamente. Daí, (ϕ1◦ϕ2)(y2) = y2

e (ϕ2 ◦ ϕ1)(y1) = y1, para quaisquer y1 ∈ Y1 e y2 ∈ Y2. Logo, ϕ1 = ϕ−1
2 . �

1.6 T-espaços e Polinômios Centrais

Seja A uma álgebra associativa com unidade, e considerando Z(A) o centro de A.

De�nição 1.6.1 Dizemos que f = f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉 é um polinômio cen-

tral para A se f tem termo constante nulo e f(a1, . . . , an) ∈ Z(A), para quaisquer

a1, . . . , an ∈ A. Denotaremos por C(A) ⊆ K〈X〉 o conjunto de todos os polinômios

centrais de A.

Observação 1.6.2 De acordo com esta de�nição, dizer que f é um polinômio central

para A signi�ca dizer que [f, g] é uma identidade polinomial para A, para todo polinômio

g ∈ K〈X〉. Segue que se duas álgebras são PI-equivalentes, então elas têm exatamente

os mesmos polinômios centrais.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1.6.3 As identidades polinomiais de A são claramente polinômios centrais.

Chamamos esses polinômios de polinômios centrais triviais.
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Exemplo 1.6.4 Seja A = M2(K). Então f(x1, x2) = [x1, x2]2 é um polinômio central

não trivial de A.

Exemplo 1.6.5 Sejam K um corpo qualquer e E a álgebra de Grassmann sobre K.

Temos que f(x1, x2) = [x1, x2] é um exemplo de polinômio central para E. No caso de

charK = p > 0, temos que g(x) = xp é um polinômio central para E.

De�nição 1.6.6 Um subespaço V de K〈X〉 é dito ser um T-espaço se ϕ(V ) ⊆ V ,

para todo ϕ ∈ End(K〈X〉).

É fato conhecido que dado um subconjunto {gi ; i ∈ N} de K〈X〉, existe um

único endomor�smo ϕ de K〈X〉 tal que ϕ(xi) = gi, para todo i ∈ N. Assim, dizer que

V é um T -espaço de K〈X〉 signi�car dizer que V é um subespaço de K〈X〉, tal que

f(g1, . . . , gn) ∈ V , para quaisquer f(x1, . . . , xn) ∈ V e g1, . . . , gn ∈ K〈X〉.

Exemplo 1.6.7 Todo T -ideal de K〈X〉 é um T -espaço. O corpo K é também um

exemplo de T -espaço de K〈X〉.

Podemos veri�car que a interseção de uma família qualquer de T -espaços ainda é

um T -espaço. Assim, dado um subconjunto S de K〈X〉, podemos de�nir V = V (S), o

T -espaço de K〈X〉 gerado por S, como sendo a interseção de todos os T-espaços

que contém S, ou seja, V (S) é o menor T-espaço que contém S. O próximo resultado

nos dará uma caracterização do T -espaço gerado por um conjunto.

Proposição 1.6.8 Se S ⊆ K〈X〉 e V = V (S), então V é o subespaço de K〈X〉 gerado

por

{f(g1, . . . , gn) ; f ∈ S, g1, . . . , gn ∈ K〈X〉}

Demonstração: Comecemos observando que o conjunto de�nido acima é exatamente

igual a

(EndK〈X〉)(S) = {ϕ(f) ; ϕ ∈ End(K〈X〉)ef ∈ S}.

Seja V1 o subespaço de K〈X〉 gerado por (EndK〈X〉)(S). Como S ⊆ V segue que

ϕ(S) ⊆ V , para todo ϕ ∈ EndK〈X〉. Logo (EndK〈X〉)(S) ⊆ V e portanto V1 ⊆ V .

Por outro lado, como ψ(g) ∈ (EndK〈X〉)(S), para todo ψ ∈ EndK〈X〉 e para

todo g ∈ S segue que V1 é um T-espaço com S ⊆ V1. Concluímos então que V ⊆ V1, o

que conclui a demonstração. �
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Observação 1.6.9 Sejam S ⊆ K〈X〉 e J o T -ideal gerado por S. Tomando

S1 = {xn+1f(x1, . . . , xn)xn+2 ; f ∈ S}

temos que J é exatamente o T -espaço de K〈X〉 gerado por S1. Assim, a partir de uma

base de um T -ideal é possível construir um conjunto capaz de gerá-lo como T-espaço.

1.7 Polinômios Multihomogêneos, Multilineares e Pró-

prios

Os resultados apresentados nesta seção serão ferramentas básicas no decorrer de

todo nosso trabalho.

De�nição 1.7.1 Sejam m ∈ K〈X〉 um monômio e xi ∈ X. De�nimos o grau de m

em xi, denotado por degxim, como sendo o número de ocorrências de xi em m. Um

polinômio f ∈ K〈X〉 é dito homogêneo em xi, se todos os seus monômios têm o

mesmo grau em xi. Em particular, um polinômio em K〈X〉 é dito multihomogêneo

quando é homogêneo em todas as variáveis.

Dado m = m(x1, . . . , xk) um monômio em K〈X〉, de�nimos o multigrau de m

como sendo a k-upla (a1, . . . , ak), onde ai = degxim. Sendo f ∈ K〈X〉 a soma de todos

os monômios de f com um dado multigrau é chamado de componente multiho-

mogêneo de f . Quando f ∈ K〈X〉 possui uma única componente multihomogêneo,

dizemos que f é multihomogêneo.

Exemplo 1.7.2 O polinômio f(x1, x2, x3) = x1x
2
2 + x2x1x

2
3 é homogêneo em x1, mas

não é multihomogêneo.

Teorema 1.7.3 Seja K um corpo in�nito. Se f ≡ 0 é uma identidade polinomial para

a algebra A, então toda componente multihomogêneo de f é também uma identidade

polinomial para A. Consequentemente, T (A) é gerado por seus polinômios multihomo-

gêneos.

Demonstração: Ver [20], p. 6. �
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De�nição 1.7.4 Um polinômio f ∈ K〈X〉 é linear na variável xi se xi ocorre com

grau 1 em todos os monômios de f . Em particular, f(x1, x2, . . . , xk) ∈ K〈X〉 é mul-

tilinear se é multihomogêneo de multigrau (1, 1, . . . , 1). Neste caso f pode ser escrito

na forma ∑
σ∈Sk

ασxσ(1)xσ(2) . . . xσ(k), com ασ ∈ K.

Denotaremos por Pn o espaço vetorial dos polinômios multilineares de K〈X〉 nas

variáveis x1, . . . , xn. É fácil observar que β = {xσ(1)xσ(2) . . . xσ(n) ; σ ∈ Sn} é uma base

para Pn.

Proposição 1.7.5 Seja A uma K-algebra gerada por um conjunto β sobre K. Se

um polinômio multilinear f se anula sobre elementos de β, então f é uma identidade

polinomial de A.

Demonstração: Ver [20], p. 7. �

Exemplo 1.7.6 A álgebra de Grassmann E satisfaz a identidade [x1, x2, x3].

De fato, sejam ei1 . . . ein , ej1 . . . ejm e ek1 . . . ekr elementos da base de E. Observe

que

[ei1 . . . ein , ej1 . . . ejm ] = (1− (−1)nm)ei1 . . . einej1 . . . ejm

Se [ei1 . . . ein , ej1 . . . ejm ] 6= 0, então n e m são ímpares. Consequentemente,

ei1 . . . einej1 . . . ejm ∈ E(0) e dessa forma [ei1 . . . ein , ej1 . . . ejm , ek1 . . . ekr ] = 0, para qual-

quer r ∈ N. Se [ei1 . . . ein , ej1 . . . ejm ] = 0, então [ei1 . . . ein , ej1 . . . ejm , ek1 . . . ekr ] = 0.

Além disso, concluímos que E é uma PI-álgebra.

Agora, observaremos um exemplo que ilustra o processo de multilinearização.

Para maiores detalhes sobre este método ver [23], pág. 14.

Exemplo 1.7.7 Se f = x2
1, então g = (x1 + x2)2 − x2

1 − x2
2 = x1x2 + x2x1, que é

multilinear.

O próximo resultado é uma importante consequência desse método.

Teorema 1.7.8 Se charK = 0, então f ≡ 0 é equivalente a um conjunto �nito de

identidades polinomiais multilineares.
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Demonstração: Pelo Teorema 1.7.3, f é equivalente ao conjunto de suas componentes

multihomogêneas. Assim, podemos supor que f = f(x1, x2, . . . , x3) é multihomogêneo.

Aplicamos a f o processo de multilinearização: se degx1f = d > 1, então escrevemos:

h = f(y1 + y2, x2, . . . , xn) =
d∑
i=1

gi(y1, y2, x2, . . . , xn),

onde degy1gi = i, degy2gi = d − i e degxtgi = degxtf , para todo t = 2, . . . , n. Assim

todos os polinômios gi = gi(y1, y2, x2, . . . , xn), i = 1, . . . , d− 1 são consequências de f .

Note que para todo i,

gi(y1, y1, x2, . . . , xn) =

(
d

i

)
f(y1, x2, . . . , xn).

Como charK = 0, teremos
(
d
i

)
6= 0, portanto f é uma consequência de qualquer gi,

i = 1, . . . , d− 1. Aplicando indução podemos completar a demonstração. �

Corolário 1.7.9 Seja charK = 0. Se I é um T -ideal de K〈X〉, então I é gerado por

seus polinômios multilineares.

Seja X um conjunto enumerável e bem ordenado, e considere o conjunto

ComX = {[xi1 , xi2 , . . . , xik ] ; k ≥ 2, xij ∈ X}.

Sejam B = B(X) a subálgebra (com unidade) de K〈X〉 gerada por ComX. Os polinô-

mios de B são chamados de polinômios próprios. De�ni-se Bm = B∩K〈x1, . . . , xm〉,

para m = 1, 2, . . ., e Γn = B ∩ Pn, para n = 1, 2, . . ..

Caso A seja uma PI-álgebra, denotaremos por B(A), Bm(A) e Γm(A) as imagens

pelo homomor�smo projeção de B,Bm e Γn em K〈X〉/T (A), respectivamente.

Consideremos a álgebra de Lie L(X), dada na seção 1.3. Uma base ordenada

para L(X) consiste dos elementos

x1, x2, . . . , xn, . . . , u1, u2, . . . , um, . . .

onde {u1, u2, . . .} ⊆ ComX. As incógnitas precedem os comutadores e os comutadores

de comprimento n precedem os comutadores de comprimento k, com n ≤ k. Dos

Teoremas 1.3.5 e 1.3.6, segue que K〈X〉 possui uma base formada pelos elementos

x1
n1x2

n2 . . . xk
nkuj1 . . . ujq , k, q, ni ≥ 0 (1.3)
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onde j1 < j2 < . . . < jq. Além disso, os elementos da base tais que ni = 0, para todo

i ∈ {1, 2, . . . , k} formam uma base para B(X) e se f = f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉, então

f =
∑
a

αax1
a1x2

a2 . . . xn
anga (1.4)

onde ga ∈ B,αa ∈ K e a = (a1, a2, . . . , an), com ai ≥ 0. Além disso, pela independência

linear dos elementos em (1.3), temos que esta maneira de expressar f é única (para

maiores detalhes ver [19], p. 43). Deste comentário, segue a seguinte proposição.

Proposição 1.7.10 Suponha que os elementos

x1, x2, . . . , [xi1 , xi2 ], . . . , [xl1 , . . . , xlp ]

formem uma base ordenada de L(X), onde os elementos xi ∈ X precedem os comuta-

dores. Então

1. O espaço vetorial K〈X〉 tem uma base formada pelos elementos

xa11 x
a2
2 . . . xamm [xi1 , xi2 ]

b . . . [xl1 , . . . , xlp ]
c,

onde a1, . . . , am, b, . . . , c ≥ 0 e [xi1 , xi2 ] < . . . < [xl1 , . . . , xlp ] na ordenação da

base de L(X);

2. Os elementos desta base tais que ai = 0, para i = 1 . . . ,m, formam uma base

para o espaço vetorial B.

Proposição 1.7.11 Se A é uma PI-álgebra associativa com unidade sobre um corpo

in�nito K, então todas as identidades polinomiais de A seguem de suas identidades

próprias. Se charK = 0, então todas as identidades polinomiais de A seguem de suas

identidade próprias multilineares.

Demonstração: Ver [19], p.43. �

1.8 Identidades Estáveis, Elementos e Matrizes Ge-

néricas

Nesta seção faremos um estudo resumido sobre identidades estáveis, elementos

genéricos e matrizes genéricas, e introduziremos alguns resultados que serão úteis nos

Capítulos 3 e 5.
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Considere A uma álgebra qualquer, C uma álgebra comutativa e a álgebra A⊗KC.

Algumas das identidades polinomiais de A podem não ser identidades para A ⊗K C.

Assim, segue a seguinte de�nição.

De�nição 1.8.1 Seja f uma identidade da álgebra A. Dizemos que f é uma identi-

dade estável de A, se para toda álgebra comutativa C, f ainda é uma identidade para

A⊗K C.

Exemplo 1.8.2 Se K é um corpo com n elementos, então f(x) = xn − x é uma

identidade para K, vista como álgebra, mas não é identidade para qualquer extensão

própria de K. De fato, basta tomar C uma extensão do corpo K com mais de n

elementos, logo cn 6= c, para algum c ∈ C. Assim, para a ∈ K não nulo,

f(a⊗ c) = (a⊗ c)n − (a⊗ c) = an ⊗ cn − a⊗ c = a⊗ cn − a⊗ c = a⊗ (cn − c) 6= 0

Portanto, f não é estável.

Lema 1.8.3 Se K é um corpo in�nito e A é uma K-álgebra, então toda identidade de

A é estável.

Demonstração: Sejam f = f(x1, . . . , xn) uma identidade polinomial de A, C uma

K-álgebra comutativa e Ā = A ⊗K C. Como K é in�nito, podemos assumir que f é

multihomogêneo de multigrau (m1, . . . ,mn). Dados ā1, . . . , ān ∈ Ā devemos mostrar

que f(ā1, . . . , ān) = 0.

Suponha, inicialmente, que ā1 = a1 ⊗ c1, . . . , ān = an ⊗ cn, com a1, . . . , an ∈ A e

c1, . . . , cn ∈ C. Como f é multihomogêneo, então

f(ā1, . . . , ān) = f(a1, . . . , an)⊗ c1
m1 . . . cn

mn = 0.

Supondo agora ā1 = b1⊗d1+b2⊗d2, . . . , ān = an⊗cn, pelo processo de multilinearização

teremos que,

f(ā1, . . . , ān) = f(b1 ⊗ d1, a2 ⊗ c2, . . . , an ⊗ cn) + f(b2 ⊗ d2, a2 ⊗ c2, . . . , an ⊗ cn)

+

m1−1∑
i=1

fi(b1 ⊗ d1, b2 ⊗ d2, a2 ⊗ c2, . . . , an ⊗ cn),

onde

f(x1 + y1, x2, . . . , xn)− f(x1, x2, . . . , xn)− f(y1, x2, . . . , xn) =

m1−1∑
i=1

fi(x1, y1, x2, . . . , xn)
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e degx1fi = i e degy1fi = m1 − i. Como todo polinômio fi é consequência multiho-

mogêneo de f segue da primeira parte do argumento que f(ā1, . . . , ān) = 0. Por �m,

generalizando o argumento anterior para ā1 =
∑
a1i ⊗ c1i, . . . , ān =

∑
ani ⊗ cni, onde

aij ∈ A e cij ∈ C são arbitrários. Daí, escrevendo f(ā1, . . . , ān) como uma soma de

expressões da forma

ḡ = g(ai1j1 ⊗ ci1j1 , . . . , aikjk ⊗ cikjk),

onde g = g(x1, . . . , xk) é consequência multihomogênea de f , novamente pelo argu-

mento inicial temos que f(ā1, . . . , ān) = 0. �

Seja A uma álgebra de dimensão �nita sobre um corpo K. Considere {u1, . . . , un}

uma base de A sobre K. Tome agora ξ(i)
j para i ≥ 1, 1 ≤ j ≤ m, variáveis comutativas

e assim podemos considerar K[ξ
(i)
j ] a álgebra dos polinômios com coe�cientes em K.

Construímos B = A⊗K[ξ
(i)
j ], a álgebra produto tensorial de A e K[ξ

(i)
j ].

De�nição 1.8.4 Os elementos

ξ(i) =
n∑
j=1

uj ⊗ ξ(i)
j , com i = 1, 2, . . .

são chamados elementos genéricos. A subálgebra Ā de B gerada por ξ(1), ξ(2), . . .

sobre K é chamada álgebra dos elementos genéricos de A.

Teorema 1.8.5 Se K é in�nito, então a álgebra Ā é uma álgebra relativamente livre

de posto enumerável na variedade V = V(A), isto é, Ā ' K〈X〉/T (A), onde X é

enumerável.

Demonstração: Sejam X = {x1, x2, . . .} um conjunto enumerável e ϕ : K〈X〉 → Ā

o homomor�smo induzido pela aplicação xi → ξ(i), com i = 1, 2, . . .. Demonstraremos

que Kerϕ = T (A).

Pelo Lema 1.8.3, teremos que T (A⊗K[ξ
(i)
j ]) = T (A), assim T (A) ⊆ Kerϕ.

Reciprocamente, suponha que g = g(x1, . . . , xm) ∈ Kerϕ, isto é,

g = g(ξ(1), . . . , ξ(m)) = 0 em Ā e sejam a1, . . . , am elementos arbitrários de A. Po-

demos escrever cada ai como combinação linear de elementos da base {u1, . . . , un} de

A, ou seja,

ai =
n∑
j=1

λijuj, com λi1, . . . , λ
i
n ∈ K
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Como K[ξ
(i)
j ] é uma álgebra comutativa livre de posto enumerável, qualquer aplicação

ξ
(i)
j → λ

(i)
j se estende a um homomor�smo K[ξ

(i)
j ] → K. Assim, devido à propriedade

universal do produto tensorial, o homomor�smo de álgebras ψ : A⊗K[ξ
(i)
j ]→ A, onde

ψ(ξ(i)) = ai, i = 1, 2, . . . ,m, estende a aplicação:

uj ⊗ ξ(i)
j → λ

(i)
j uj, para j = 1, . . . , n e i = 1, . . . ,m.

Assim,

0 = ψ(g(ξ(1), . . . , ξ(n))) = g(ψ(ξ(1)), . . . , ψ(ξ(n))) = g(a1, . . . , an)

Como a1, . . . , an são elementos arbitrários de A, g ≡ 0 é uma identidade para A e

Kerϕ = T (A). �

Um caso interessante é quando A = Mn(K), a álgebra das matrizes de ordem n

sobre K. Neste caso, escolhendo as matrizes elementares Eij's como base de Mn(K)

e K[ξ
(t)
ij ] a álgebra dos polinômios com coe�cientes em K, nas variáveis ξ(t)

ij , com t ≥

1, 1 ≤ i, j ≤ n, então

Mn(K)⊗K K[ξ
(t)
ij ] 'Mn(K[ξ

(t)
ij ]),

isso motiva a seguinte de�nição.

De�nição 1.8.6 Sejam Eij as matrizes que formam a base canônica do espaço vetorial

Mn(K). As matrizes n× n

yr =
n∑

i,j=1

ξ
(r)
ij Eij, r = 1, 2, . . .

são chamadasmatrizes genéricas de ordem n. A álgebra Genn gerada pelas matizes

yr é chamada álgebra das matrizes genéricas de ordem n.

Corolário 1.8.7 A álgebra Genn das matrizes genéricas de ordem n sobre o corpo

in�nito K é a algebra relativamente livre de posto enumerável na variedade gerada por

Mn(K). Ou seja, Genn ' K〈X〉/T (Mn(K)), onde X é enumerável.

Demonstração: Ver [17], Proposição 1.3.2, pág. 13. �
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Capítulo 2

Álgebras com Involução

Neste capítulo iremos fazer um breve estudo sobre involuções, estudar os con-

ceitos básicos sobre uma álgebra com involução, como também, iremos construir uma

álgebra livre com involução com o objetivo de apresentar os conceitos de identidades

e polinômios centrais com involução. Além disso, iremos classi�car as involuções em

álgebras centrais simples a�m de servir como embasamento teorico para os capítulos

posteriores.

Em todo o capítulo, K denotará um corpo de característica diferente de 2 e, a

menos de menção contrária, A denotará uma álgebra associativa com unidade.

2.1 Conceitos Básicos

Nesta seção estudaremos o conceito de involução. Vamos ver exemplos e

propriedades básicas para álgebras com involução.

De�nição 2.1.1 Seja A uma K-álgebra. Dizemos que uma aplicação ∗ : A→ A dada

por a 7→ a∗ é uma involução de A, se satisfaz:

(1) a∗∗ = a,

(2) (a+ b)∗ = a∗ + b∗,

(3) (ab)∗ = b∗a∗,

para quaisquer a, b ∈ A.
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Escrevemos ∗ para denotar uma dada involução de uma álgebra. As K-álgebras

com involução formam uma classe. Vamos chamar essas álgebras de ∗-álgebras sobre

o corpo K. Uma álgebra A com involução ∗ é denotada por (A, ∗).

Observação 2.1.2 Note que:

(i) Sendo ∗ uma involução em A, onde A é uma álgebra associativa com unidade

temos que a · 1∗ = 1∗ · a = a e assim 1∗ = 1.

(ii) A involução ∗ é uma transformação linear se, e somente se, ∗ restrito ao corpo

K é a aplicação identidade.

Seja Z(A) o centro da álgebra A, já foi mencionado que Z(A) é uma subálgebra

de A. Denotamos Z(A, ∗) = {a ∈ Z(A) ; a∗ = a}.

De�nição 2.1.3 Diremos que ∗ é do primeiro tipo se a involução é uma transformação

linear, caso contrário, dizemos que é do segundo tipo.

Vejamos alguns exemplos de involuções.

Exemplo 2.1.4 A aplicação t : Mn(K)→Mn(K), de�nida por At = transposta de A,

é uma involução do primeiro tipo em Mn(K), chamada de involução transposta.

Exemplo 2.1.5 A aplicação s : M2n(K)→M2n(K), de�nida por A B

C D

s

=

 Dt −Bt

−Ct At


onde A,B,C,D ∈ Mn(K), é uma involução do primeiro tipo em M2n(K), chamada

de involução simplética.

Exemplo 2.1.6 Considerando M2(C) como uma C-álgebra, temos que ∗ : M2(C) →

M2(C), de�nida por  z1 z2

z3 z4

∗ =

 z̄1 z̄3

z̄2 z̄4


é uma involução do segundo tipo
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Observação 2.1.7 Se ∗ é uma involução em A, então G∗ = {x ∈ U(A) ; x∗x = 1} é

um subgrupo de U(A) (elementos invertíveis da álgebra A). No caso A = Mn(K), temos

U(A) = GLn(K), o grupo linear, e Gt = On(K), o grupo ortogonal (logo, a involução

transposta é também chamada de ortogonal). Se n é par, temos Gs = Spn(K), o grupo

simplético.

De�nição 2.1.8 Dizemos que um elemento a ∈ (A, ∗) é simétrico se a∗ = a e é

antissimétrico se a∗ = −a.

Denotaremos por A+ = {a ∈ A ; a∗ = a} e A− = {a ∈ A ; a∗ = −a}, os subes-

paços de A dos elementos simétricos e dos elementos antissimétricos, respectivamente,

e teremos A+ ∩ A− = {0}.

Observe ainda que:

(a+ a∗)∗ = a∗ + a = a+ a∗

e

(a− a∗)∗ = a∗ − a = −(a− a∗).

Logo, a+ a∗ ∈ A+ e a− a∗ ∈ A−. Como a característica do corpo K é diferente de 2,

podemos considerar que

a =
(a+ a∗)

2
+

(a− a∗)
2

.

Portanto, A = A+ ⊕ A−.

Considerando A uma álgebra, de�nimos a álgebra oposta de A, denotada por Aop,

como tendo a mesma estrutura aditiva de A, mas com multiplicação na ordem reversa,

isto é, o produto entre a e a′ em Aop será a′a. Daí, dadas A1 e A2 álgebras, dizemos

que uma transformação linear

ψ : A1 → A2,

é um antihomomor�smo se ψ(ab) = ψ(b)ψ(a), para todo a, b ∈ A1. Se ψ for um

isomor�smo de espaços vetoriais, dizemos que ψ é um antiisomor�smo, e se A1 = A2,

chamamos ψ de antiautomor�smo de A1.

Observação 2.1.9 (i) A aplicação

ϕ : A → Aop

r → r
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é um antiisomor�smo se, e somente se, A e Aop são isomorfos como espaços

vetoriais.

(ii) Uma involução é um antiautomor�smo σ tal que σ2 = 1, ou seja, possui ordem

2.

De�nição 2.1.10 (i) Um homomor�smo com involução ψ : (A1, ∗)→ (A2, η) é um

homomor�smo ψ : A1 → A2 tal que ψ(a∗) = ψ(a)η, para todo a ∈ A1. Nestas

condições, dizemos que ψ é um ∗-homomor�smo.

(ii) Dizemos que I é um ideal de (A, ∗) se I é um ideal de A e I∗ ⊆ I. Isto é

equivalente a dizer que I é um ∗-ideal de A.

Além disso, se I é um ∗-ideal, claramente (∗) induz uma involução sobre A/I por

(a + I)∗ = a∗ + I, e observe ainda que a aplicação canônica A → A/I é um

∗-homomor�smo sobrejetivo, cujo núcleo é o ∗-ideal I. É fácil veri�car que o núcleo de

todo ∗-homomor�smo é um ∗-ideal.

2.2 Álgebra Livre com Involução

Antes de falar sobre identidades e polinômios centrais com involução devemos

de�nir a álgebra associativa livre com involução, ambiente importante para o desen-

volvimento dos capítulos posteriores.

Seja Z̃ = {zi ; i ∈ N} um conjunto enumerável. Considere uma aplicação sobre

Z̃, dada por

z2i−1 → z2i e z2i → z2i−1

para todo i. Claramente os conjuntos Z = {z2i−1 ; i ∈ N} e Z∗ = {z2i ; i ∈ N} são

disjuntos. Renomeamos as indeterminadas, escrevendo zi e z∗i , ao invés de z2i−1 e z2i,

respectivamente. De�nimos assim um antiautomor�smo

∗ : K〈Z,Z∗〉 → K〈Z,Z∗〉

que estende a aplicação acima.

Denotaremos K〈Z, ∗〉 = K〈Z,Z∗〉. Claramente, z∗∗ = z, para todo z ∈ Z ∪ Z∗.
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Além disso, sejam (A, η) uma álgebra qualquer com involução η e h : Z∪Z∗ → A

uma aplicação qualquer. Para cada i ∈ N, denotaremos por ai a imagem de zi por h,

analogamente por a∗i a imagem de z∗i . Denotando agora por M∗ o conjunto de todos

os monômios formados por elementos de Z ∪ Z∗, e considerando aθ1i1 , . . . , a
θn
in

elemento

da η-álgebra A, com θj ∈ {1, η}, para todo j ∈ {1, 2, . . . , n}, entenderemos a expressão

(aθ1i1 . . . a
θn
in

)η como sendo a imagem do monômio (z?nin . . . z
?1
i1

)∗, com ?l ∈ {1, ∗}, pela

aplicação K〈Z, ∗〉 → (A, η) que estende h, para todo l ∈ {1, 2, . . . , n}. Como M∗ é

uma base para o espaço vetorial K〈Z, ∗〉, então podemos estendê-la naturalmente pela

involução sobre a álgebra associativa livre K〈Z〉. Então, pelo que foi discutido obtemos

o seguinte teorema.

Teorema 2.2.1 K〈Z, ∗〉 é uma álgebra associativa com involução livremente gerada

por Z.

Segue que a álgebra K〈Z, ∗〉 = K〈Z,Z∗〉 = K〈z, z∗ ; z ∈ Z〉 será chamada de

álgebra associativa livre com involução gerada por Z sobre o corpo K e seus elementos

podem ser escritos da forma

f(z1, . . . , zn, z1
∗, . . . , zn

∗) =
∑
j,θ

αj,θzj1
θ1 . . . zjm

θm , onde zi ∈ Z, αj,θ ∈ K e θr ∈ {1, ∗}

Esses elementos são chamados de ∗-polinômios e cada ∗-polinômio pode ser escrito

como combinação linear de elementos de M∗ que são chamados ∗-monômios.

Para um ∗-monômio h, denotaremos por degi(h), o número de vezes que xi e xi∗

aparecem em h. Por exemplo, para h = x1
∗x2
∗x2

2, temos deg1(h) = 1, deg2(h) = 3 e

degj(h) = 0, para j ≥ 3. Para um ∗-polinômio f ,

degi(f) = max{degi(h) ; h é um ∗ -monômio de f}

e

degi(f) = min{degi(h) ; é um ∗ -monômio de f}.

Escrevendo f(x1, . . . , xt, x1
∗, . . . , xt

∗) tem-se degi(f) = degi(f) = 0, para todo i > t.

De�nição 2.2.2 Sendo f um ∗-polinômio, dizemos que f é:

(i) Homogêneo na i-ésima variável, se degi(f) = degi(f);
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(ii) Multihomogênea, se f é homogêneo em cada variável (que ocorre em f);

(iii) Linear na i-ésima variável, se degi(f) = degi(f) = 1;

(iv) Multilinear, se f é linear em cada variável (que ocorre em f).

2.3 Identidades e Polinômios Centrais com Involução

Nesta seção faremos um estudo semelhante ao feito no Capítulo 1, Seção 1.4.

Iremos associar os principais conceitos e resultados do estudo feito anteriormente a�m

de dar um embasamento teórico ao nosso trabalho. Em todo trabalho, vamos considerar

somente as involuções do primeiro tipo, pois é conhecido que se ∗ é uma involução do

segundo tipo sobre as álgebras das matrizes, então todas as ∗-identidades são ordinárias

(ver [32] Proposição 2.3.39, p. 132).

Analogamente ao caso de identidade polinomial (PI) em uma álgebra A, vamos

de�nir uma identidade polinomial com involução ou ∗-identidade polinomial (∗-PI) em

uma álgebra (A, ∗) com involução.

De�nição 2.3.1 Um ∗-polinômio f(z1, . . . , zn, z
∗
1 , . . . , z

∗
n) ∈ K〈Z,Z∗〉 é dito ser uma

identidade polinomial com involução ou, simplesmente, ∗-identidade polinomial (∗-PI)

para uma ∗-álgebra A, se f(a1, . . . , an, a
∗
1, . . . , a

∗
n) = 0, para quaisquer a1, . . . , an ∈ A.

Diremos que uma ∗-PI f é uma ∗-PI especial se ao substituirmos as entradas z∗i

por quaisquer elementos de A obtivermos uma PI no sentido ordinário, ou seja, se ao

�zermos z∗i = yi, e obtemos que f(z1, , . . . , zn, y1, . . . , yn) é uma identidade polinomial

para A.

Observação 2.3.2 Dado qualquer polinômio podemos supor que todas as suas entradas

ou são simétricas ou antissimétricas. De fato, caso apareça uma variável z que não seja

simétrica, nem antissimétrica, podemos tomar a parte simétrica x = z + z∗ e a parte

antissimétrica y = z − z∗ de z e assim temos ainda z = (1/2)(x + y). Logo, podemos

substituir a variável z pela expressão (1/2)(x + y) e podemos fazer isto para todas

as variáveis que ainda não foram reduzidas. Portanto podemos concluir a a�rmação

inicial.
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No que foi mencionado na Observação 2.3.2, levando-se em conta a decomposi-

ção da ∗-álgebra em parte simétrica e antissimétrica, podemos considerar uma outra

construção da álgebra associativa livre com involução. Considerando X e Y conjuntos

enumeráveis de letras (variáveis) disjuntos, onde reservamos as letras do conjunto X

para serem as variáveis simétricas e as letras do conjunto Y para serem as variáveis

antissimétricas, induzimos um isomor�smo de álgebras com involução entre K〈Z,Z∗〉

e K〈X ∪Y 〉. Assim usamos ambas as notações para denotar a álgebra associativa livre

com involução e quando quisermos falar de uma variável que ainda não foi reduzida

vamos utilizar o conjunto Z. Dizemos que um conjunto de variáveis S ⊆ X ou S ⊆ Y

é ∗-homogêneo de K〈X ∪ Y 〉, se S não contém variáveis de X e Y simultaneamente.

Proposição 2.3.3 Sejam xi e yi da forma mencionada na Observação 2.3.2. Um

polinômio f = f(x1, . . . , xl, y1, . . . , ym) é uma ∗-identidade polinomial para a ∗-álgebra

A se, e somente se, f(a1, . . . , al, b1, . . . , bm) = 0, para quaisquer a1, . . . , al ∈ A+ e

b1, . . . , bm ∈ A−.

Demonstração: Dados ci ∈ (A, ∗), então ci = ai + bi, com ai
∗ = ai e bi

∗ = −bi.

Suponha, sem perda de generalidade, que l ≥ m. Então, considere o homomor�smo

ϕ : K〈Z, ∗〉 → (A, ∗)

(zi + z∗i )/2 = xi → ai

(zi − z∗i )/2 = yi → bi.

Por hipótese, f é uma ∗-identidade polinomial, então

0 = ϕ(f(x1, . . . , xl, y1, . . . , ym))

= f(ϕ(x1), . . . , ϕ(xl), ϕ(y1), . . . , ϕ(ym))

= f(a1, . . . , al, b1, . . . , bm),

para quaisquer ai ∈ A+ e bi ∈ A−.

Reciprocamente, suponha que f(a1, . . . , al, b1, . . . , bm) = 0 e considere um

∗-homomor�smo qualquer

ϕ : K〈Z, ∗〉 → (A, ∗)
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tal que ai = (1/2)(ϕ(zi) + ϕ(zi
∗)) = (1/2)(ϕ(zi + zi

∗)) = ϕ(xi) e, analogamente,

bi = ϕ(yi). Segue que

ϕ(f(x1, . . . , xl, y1, . . . , ym)) = f(ϕ(x1), . . . , ϕ(xl), ϕ(y1), . . . , ϕ(ym))

= f(a1, . . . , al, b1, . . . , bm)

= 0.

Portanto, f ∈
⋂
Kerϕ para qualquer ∗-homomor�smo ϕ, ou seja, f é uma ∗-identidade

polinomial para a ∗-álgebra A. �

Como charK 6= 2, é útil considerarmos no decorrer de todo texto a álgebra

K〈Z, ∗〉 sendo gerada pelas variáveis simétricas X e as variáveis antissimétricas Y , ou

seja, K〈Z, ∗〉 = K〈X ∪ Y 〉.

Dada uma ∗-álgebra A, de�nimos

T∗(A) = {f ∈ K〈X ∪ Y 〉 ; f é identidade para (A, ∗)}

o conjunto de todas as identidades com involução sobre a álgebra A. Analogamente,

ao caso das identidades ordinárias, é fácil veri�car que T∗(A) é um ideal bilateral de

K〈X ∪ Y 〉.

Além disso, se f = f(x1, . . . , xl, y1, . . . , ym) ∈ T∗(A), dados g1, g2, . . . , gl elementos

simétricos e h1, h2, . . . , hm elementos antissimétricos de K〈X ∪ Y 〉, então

f(g1, . . . , gl, h1, . . . , hm) ∈ T∗(A). Dizemos que um endomor�smo ϕ de K〈X ∪ Y 〉 é

um ∗-endomor�smo se ϕ(xi) é simétrico e ϕ(yi) é antissimétrico para todo i ∈ N (isto

é equivalente a dizer que ϕ comuta com ∗).

Assim, qualquer ∗-endomor�smo de K〈X ∪ Y 〉 é determinado pela aplicação

K〈X ∪ Y 〉 → K〈X ∪ Y 〉

xi → gi

yi → hi,

para qualquer xi ∈ X, yi ∈ Y e gi, hi ∈ K〈X ∪Y 〉, com gi simétrica e hi antissimétrica.

Os ∗-ideais com esta propriedade são chamados de T∗-ideais.

De�nição 2.3.4 Um ideal J de K〈X ∪ Y 〉 é um T∗-ideal se ϕ(J) ⊆ J , para todo

∗-endomor�smo ϕ de K〈X ∪ Y 〉 (ou seja, ϕ comuta com ∗).
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Claramente, as álgebras associativas livres K〈Z〉 (sem involução) podem ser con-

sideradas como uma subálgebras de K〈Z, ∗〉. Particularmente, uma identidade polino-

mial ordinária de uma certa álgebra A, pode ser considerado como uma ∗-identidade

polinomial para álgebra (A, ∗). Logo, T (A) ⊆ T∗(A).

Agora, utilizando as ideias expostas em toda Seção 2.1 e os comentários feitos

no Capítulo 1, Seção 1.6, estamos prontos para de�nir polinômios centrais para uma

álgebra com Involução.

De�nição 2.3.5 Sejam f = f(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) ∈ K〈X∪Y 〉 e (A, ∗) uma álgebra

com involução. Dizemos que f é um polinômio central para (A, ∗) se

f(a1, . . . , an, b1, . . . , bm) ∈ Z(A, ∗), para quaisquer ai ∈ A+ e bj ∈ A−.

De�nição 2.3.6 Dizemos que um subespaço J de K〈X ∪ Y 〉 é um T∗-espaço se

ϕ(J) ⊆ J para todo ∗-endomor�smo ϕ de K〈X ∪ Y 〉.

A de�nição acima equivale a dizer que f(g1, . . . , gn, h1, . . . , hm) ∈ J para quais-

quer f(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) pertencente a J , g1, . . . , gn elementos simétricos e h1, . . . , hm

elementos antissimétricos de K〈X ∪Y 〉. Temos que o conjunto C(A, ∗) dos polinômios

centrais da álgebra (A, ∗) é um T∗-espaço.

A demonstração de que todo T∗-espaço e todo T∗-ideal podem ser gerados por

um conjunto de polinômios multihomogêneos (caso K seja in�nito) e multilinear (caso

charK = 0) são análogas àquelas relacionadas com identidades e polinômios centrais

ordinários.

2.4 Polinômio ∗-Próprio

Nesta seção, falaremos de polinômio ∗-próprio e posto de um polinômio. Vamos

considerar um comutador de grau 1 como sendo simplesmente uma variável de X ∪ Y .

De�nição 2.4.1 Dizemos que um polinômio f ∈ K〈X ∪ Y 〉 é ∗-próprio se f é uma

combinação linear de produtos de variáveis antissimétricas seguidas por comutadores

de grau maior ou igual a 2. Denotaremos por B∗ o conjunto formado pelos polinômios

∗-próprios.
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Observando o que foi feito no Capítulo 1, Seção ??, consideremos uma base

ordenada de L(X ∪ Y ) formada por

x1, x2, x3, . . . , y1, y2, y3, . . . , u1, u2, u3, . . . ,

onde ui = [zi1 , zi2 , . . . , zik ], com zij ∈ X ∪Y e k ≥ 2. Temos então que existe uma base

de K〈X ∪ Y 〉 formada pelos elementos

xi1
n1xi2

n2 . . . xip
npyj1

m1yj2
m2 . . . yjq

mqul1ul2 . . . ulk , p, q, k, ni,mj ≥ 0.

De�nição 2.4.2 Seja f um polinômio multihomogêneo em K〈X ∪ Y 〉. Escrevendo

f =
∑
a

αax1
a1x2

a2 . . . xn
anga

onde ga é um polinômio ∗-próprio, de�nimos o posto de f , denotado por r(f), como

sendo a maior n-upla a = (a1, a2, . . . , an) na ordem lexicográ�ca.

Como f possui uma única expressão na forma acima, temos que r(f) está bem

de�nido. Note que, pela de�nição, dizer que f é ∗-próprio, equivale a dizer que

r(f) = (0, 0, . . . , 0). É importante observar também que a ordem lexicográ�ca é uma

boa ordem no conjunto Nn
0 = N0 × . . . × N0 (N0 = N ∪ {0}) e assim o princípio da

indução é válido.

Exemplo 2.4.3 Dado um f ∈ K〈Y 〉, ou seja, polinômios formado apenas de variáveis

antissimétricas, então f é ∗-próprio.

Consideraremos agora o espaço

Γl,m = Pl,m ∩B∗, onde l,m ≥ 0

ou seja, o espaço de todos os polinômios multilineares ∗-próprios em x1, . . . , xl,

y1, . . . , ym na álgebra livre K〈X ∪ Y 〉, espaço que será importante no decorrer de todo

o Capítulo 5.

Vejamos agora um importante resultado do conceito de polinômio ∗-próprio. Con-

sidere um polinômio multihomogêneo

f(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = αx1
b1 . . . xn

bng +
∑
a

αax1
a1 . . . xn

anga, (2.1)
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onde α, αa ∈ K−{0}, g e ga são ∗-próprios e a = (a1, . . . , an) < (b1, . . . , bn) = r(f) (na

ordem lexicográ�ca). Observe que quanto maior a entrada a1 na n-upla a, menor será

o grau de x1 em ga.

Como em g e em ga não aparecem variáveis simétricas fora de comutadores, a

substituição de xi por xi + 1 não altera estes polinômios. Logo, tomando o polinômio

f = f(x1 + 1, x2, . . . , xn, y1, . . . , ym), teremos

f = α(x1 + 1)b1x2
b2 . . . xn

bng +
∑
a

αa(x1 + 1)a1x2
a2 . . . xn

anga.

Observe que a componente de menor grau em x1 deste polinômio é

f1 = αx2
b2 . . . xn

bng +
∑
a

αax2
a2 . . . xn

anga

onde o somatório é sobre todos os a's tais que a1 = b1. Observe também que para

a1 = b1, temos (a2, . . . , an) < (b2, . . . , bn)

Consideremos agora o polinômio f1(x1, x2 + 1, x3, . . . , xn, y1, . . . , ym) e tomemos

a sua componente de menor grau em x2, que é

f2 = αx3
b3 . . . xn

bng +
∑
a

αax3
a3 . . . xn

anga

onde o somatório é sobre todos os a's tais que a1 = b1 e a2 = b2. Temos que para a1 = b1

e a2 = b2 vale (a3, . . . , an) < (b3, . . . , bn). Continuando com esse processo, vamos chegar

ao polinômio fn = αg. A partir dessas ideias, temos o seguinte resultado.

Proposição 2.4.4 ([18] Lema 2.1) Se A é uma álgebra unitária com involução sobre

um corpo in�nito K, então B∗∩T∗(A) gera T∗(A) como T∗-ideal. Se charK = 0, então

T∗(A) é gerado pelo espaço Γl,m ∩ T∗(A).

Demonstração: Pelo Teorema 1.3.6, Capítulo 1, a álgebra livre com involução

K〈X ∪Y 〉 é a álgebra universal envolvente da álgebra livre de Lie, a menos de isomor-

�smo. Segue do Capítulo 1, Teorema 1.3.5, que o conjunto

{x1
p1 . . . xl

ply1
q1 . . . ym

qmu1
k1 . . . un

kn ; ph, qi, rj ≥ 0}

é uma base para K〈X ∪ Y 〉, onde u1, u2, . . . são comutadores em X ∪ Y tais que

u1 < u2 < · · · . Como K é um corpo in�nito, suponha, sem perda de generalidade,
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que o polinômio f = f(x1, . . . , xl, y1, . . . , ym) ∈ K〈X ∪Y 〉 seja multihomogêneo. Como

para todo j, uj = uj(x1, . . . , xl, y1, . . . , ym) é um comutador de comprimento maior ou

igual a 2 e os elementos de K são ditos elementos simétricos. Assim, podemos observar

que

uj(x1 + β, . . . , xl, y1, . . . , ym) = uj(x1, . . . , xl, y1, . . . , ym), para quaisquer β ∈ K.

Segue que

f(x1 + β, . . . , xl, y1, . . . , ym) =
∑
p

∑
q

∑
r

αp,q,r(x1 + β)p1x2
p2 . . . xl

ply1
q1 . . . ym

qmgr,

onde gr = u1
k1 . . . un

kn . Utilizando o comentário feito antes da proposição, temos que∑
p1 max

αp,q,rx2
p2 . . . xl

ply1
q1 . . . ym

qmgr ∈ T∗(A).

Repetindo o argumento e usando indução, concluímos que

fp =
∑
q

∑
r

αp,q,ry1
q1 . . . ym

qmgr ∈ T∗(A).

Assim, claramente fp ∈ B∗ ∩ T∗(A), ou seja, B∗ ∩ T∗(A) gera T∗(A). Caso charK = 0,

podemos supor f multilinear, e daí segue o resultado. �

Observe que este processo de �eliminação� de variáveis simétricas fora de comu-

tadores usado na proposição anterior não funciona para variáveis antissimétricas, uma

vez que a substituição de yi por yi + 1 não de�ne um ∗-endomor�smo de K〈X ∪Y 〉, já

que yi + 1 não é uma elemento antissimétrico.

De�nição 2.4.5 Se I é um T∗-ideal de K〈X ∪ Y 〉, denotaremos por Γl,m(I) o espaço

vetorial Γl,m/I ∩Γl,m. Por simplicidade de notação, se I = T∗(A), para alguma álgebra

com involução (A, ∗), escrevemos Γl,m(A) em vez de Γl,m(T∗(A)).

Corolário 2.4.6 Sendo charK = 0 e I, J são T∗-ideais de K〈X ∪ Y 〉. Então I = J

se, e somente se, Γl,m(I) = Γl,m(J).

Demonstração: Suponha que I = J , então

Γl,m(I) = Γl,m/I ∩ Γl,m = Γl,m/J ∩ Γl,m = Γl,m(J)
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Reciprocamente, suponha que Γl,m(I) = Γl,m(J) e consideremos o homomor�smo

projeção

ϕ : Γl,m → Γl,m(I)

Como Kerϕ = I ∩ Γl,m = J ∩ Γl,m e charK = 0, Proposição 2.4.4, concluiremos que

I = J . �

2.5 Involução em Álgebras Centrais Simples

Apresentaremos nesta seção conceitos e resultados importantes sobre álgebra sim-

ples, com o objetivo de estudar a ideia de equivalência de involuções. Como resultado

desse estudo, teremos a classi�cação das involuções do primeiro tipo na álgebraMn(K),

e assim, com a conclusão desta seção, deveremos considerar, na álgebraMn(K), apenas

as involuções transposta e simplética.

De�nição 2.5.1 Seja A uma álgebra. Dizemos que A é simples, se {0} e A são os

seus únicos ideias. A é dita central simples, se A é simples e Z(A) = K.

Considere agora o automor�smo interno determinado por a ∈ U(A), de�nido

no Exemplo 1.1.14, Capítulo 1.

Proposição 2.5.2 (Skolem-Noether) Se A é uma álgebra central simples de dimensão

�nita, então todo automor�smo de A é interno.

Demonstração: Ver [32], pg. 152, Teorema 3.1.2. �

ConsideraremosK um corpo in�nito e A uma álgebra central simples de dimensão

�nita sobre K. Denotaremos por Inv(A) o conjunto das involuções do primeiro tipo

em A e ζa o automor�smo interno de A determinado por a. Sejam ∗, J ∈ Inv(A).

Lema 2.5.3 Se ∗ = Jζa para algum a ∈ U(A), então a∗ = aJ = ±a.

Demonstração: Temos aJ∗ = aJJζa = aζa = a−1aa = a e daí aJ = a∗. Segue que para

x ∈ A arbitrário temos

x = x∗∗ = (xJζa)∗ = (a−1xJa)∗ = a∗xJ∗(a∗)−1 = a∗a−1xa(a∗)−1
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e assim a∗a−1 ∈ Z(A). Como A é uma álgebra central simples, então existe λ ∈ K

tal que a∗ = λa. Como a∗∗ = a, temos (λa)∗ = a, e daí λ2a = a. Portanto, λ2 = 1.

Concluímos que λ = ±1. �

Agora, iremos demonstrar um resultado conhecido como o Teorema de Albert,

que nos possibilitará caracterizar as involuções de álgebras centrais simples do primeiro

tipo.

Teorema 2.5.4 (Albert). Existe a ∈ U(A), com aJ = a∗ = ±a, tal que ∗ = Jζa.

Reciprocamente, se a ∈ U(A) e aJ = ±a, então Jζa ∈ Inv(A).

Demonstração: Como J∗ é um automor�smo de A, temos, pela Proposição 2.5.2, que

J∗ é interno, ou seja, J∗ = ζa para algum a ∈ U(A), e daí ∗ = Jζa. Pelo lema anterior,

a∗ = aJ = ±a. Reciprocamente, tomando J1 = Jζa, com a ∈ U(A) e aJ = ±a, temos:

(i) xJ1J1 = a−1(xJ1)Ja = a−1(a−1xJa)Ja = a−1aJxJJ(a−1)Ja = a−1axa−1a = x

(ii) (xy)J1 = a−1(xy)Ja = a−1yJxJa = a−1yJaa−1xJa = yJ1xJ1

(iii) J1 é linear, pois J e ζa são lineares.

Portanto, Jζa ∈ Inv(A). �

De�nição 2.5.5 Diremos que ∗ e J são equivalentes se existir a ∈ U(A) ∗-simétrico

tal que ∗ = Jζa.

Observando a de�nição, discutiremos o seguinte teorema.

Teorema 2.5.6 (i) A de�nição é de fato uma relação de equivalência.

(ii) A relação dada na De�nição 2.5.5 determina, no máximo, duas classes de equi-

valência em Inv(A).

(iii) Se ∗, J ∈ Inv(A) e ∗ = Jζa para algum a ∈ U(A) ∗-antissimétrico, então ∗ e J

não são equivalentes.
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Demonstração: A�m de demonstrar (i) observe que as propriedades re�exiva e simé-

trica são imediatas. Para provar a propriedade transitiva, suponha J1, J2, J3 ∈ Inv(A)

e a1, a2 ∈ U(A), com a1
J1 = a1 e a2

J2 = a2, tais que

J1 = J2ζa1 e J2 = J3ζa2

donde segue que

J1 = J3ζa2ζa1 = J3ζa2a1 .

Daí,

(a2a1)J1 = a1
J1a2

J1 = a1a2
J1 = a1a2

J2ζa1 = a1a1
−1a2

J2a1 = a2a1

Logo, J1 e J3 são equivalentes.

Quanto a a�rmação (ii) suponhamos que J1, J2, J3 ∈ Inv(A), com J1 não equi-

valentes a J2 e J3 não equivalente a J2. A�rmamos que J1 e J3 estão na mesma

classe de equivalência. De fato, pelo Teorema de Albert, existem a1, a2 ∈ U(A), com

a1
J1 = a1

J2 = −a1 e a2
J2 = a2

J3 = −a2, tais que J1 = J2ζa1 e J2 = J3ζa2 . Daí,

J1 = J3ζa1ζa2 e (a2a1)J1 = a2a1. Logo, existe (a2a1) ∈ U(A) que é J1-simétrico. Pela

De�nição 2.5.5, conclui-se que J1 e J3 são equivalentes.

Para a conclusão do teorema, basta provar o item (iii). Suponha, por contradição,

que ∗ e J sejam equivalentes, ou seja, ∗ = Jζa2 , com a2
∗ = a2. Por hipótese, ∗ = Jζa1 ,

com a1
∗ = −a1, segue que

ζa1 = (JJ)ζa1 = J(Jζa1) = J∗ = (JJ)ζa2 = ζa2

Assim, ζa1 = ζa2 Tomando x ∈ A arbitrário, temos que

a−1
1 xa1 = a−1

2 xa2 ⇒ (a2a
−1
1 )x = x(a−1

2 a1).

Pela arbitrariedade de x, temos que (a2a1
−1) ∈ Z(A). Logo, deve existir λ ∈ K tal que

a2 = λa1. Donde segue que,

a2
∗ = (λa1)∗ = λa∗1 = −λa1 = −a2

o que é uma contradição. Assim, ∗ e J não podem ser equivalentes. �

Vamos particularizar os resultados para a álgebra das matrizes Mn(K). Consi-

derando a involução transposta (t) e a involução simplética (s), obteremos o seguinte

resultado.
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Corolário 2.5.7 Quando n é par, (t) e (s) são involuções não equivalentes de Mn(K).

Quando n for ímpar, Inv(Mn(K)) tem apenas uma classe de equivalência.

Demonstração: Suponha inicialmente n = 2m e X =

 X1 X2

X3 X4

 ∈M2m(K), com

X1, X2, X3, X4 ∈Mm(K). Considere então

X t =

 X1
t X3

t

X2
t X4

t

 e Xs =

 X4
t −X2

t

−X3
t X1

t

 .

Note que t = sζC , onde C =

 0 −Im×m
Im×m 0

 e Ct = −C. De fato, observe que

C ∈ GLn(K). Logo,

XsζC = C−1XsC = X t

Portanto, pelo teorema anterior, item (iii), temos que (t) e (s) são involuções não

equivalentes.

Supondo agora n um número ímpar e ∗ ∈ Inv(Mn(K)) qualquer, temos que

t = ∗ζB, para algum B ∈ Gln(K) tal que B∗ = ±B. Suponha, por absurdo, que

Bt = −B. Então,

det(B) = det(Bt) = det(−B) = −det(B),

(a última igualdade segue do fato que n é ímpar) de onde concluímos que det(B) = 0,

que é um absurdo, já que B ∈ GLn(K). Logo, Bt = B.

Portanto, ∗ é equivalente a (t), para qualquer ∗ ∈ Inv(A). �

Baseado neste último resultado, segue a seguinte de�nição.

De�nição 2.5.8 Seja A = Mn(K). A classe de equivalência de (t) é chamada a

classe de involução tipo ortogonal e a classe de equivalência de (s) (quando n é

par) é chamado a classe de involução tipo simplética.

Seja F uma extensão do corpo K. Considerando a álgebra AF = A ⊗K F e

f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉, segue do Lema 1.8.3 (Capítulo 1, Seção 1.8) que se f ∈ T (A),

então f ∈ T (AF ). Pode-se mostrar que isto vale para as álgebras com involução.

Lema 2.5.9 Seja a ∈ GLn(K). Se K contém as raízes quadradas de todas os autova-

lores de a, então existe p(x) ∈ K[x] tal que a = p(a)2.
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Demonstração: Sejam α1, . . . , αn ∈ K os autovalores distintos de a e considere a

decomposição do espaço vetorial V = K(n) como uma soma direta de autoespaços com

respeito a a. Assim, V = V1 ⊕ V2 . . . ⊕ Vn, onde Vi = {v ∈ V ; v(a − αiIn)mi =

0}. Para provar o lema, é su�ciente encontrar os polinômios pi(x) ∈ K[x] tais que

Vi(a− pi(a)2) = 0, para todo i = 1, 2, . . . , n. Pelo Teorema do resto chinês (ver [32] pg.

55), observando os polinômios (x − α1)m1 , . . . , (x − αn)mn , deve existir f(x) ∈ K[X]

tal que

f(x) ≡ pi(x) (mod (x− αi)mi), i = 1, . . . ,m.

Daí restringindo a ação de a para o subespaço Vi, podemos substituir V por Vi, e

assumir que para algum α ∈ K e m = mi, temos

V (a− α)m = 0.

Escrevendo b = a− α e considerando a expansão binomial, temos

(α + b)
1
2 = α

1
2 +

1

2
α−

1
2 b− 1

8
α−

3
2 b2 + . . . .

Como bm = 0, a expressão acima tem apenas m + 1 termos não nulo. Substituindo b

por a− α e como α ∈ K, temos

p(a) = α
1
2 + 1

2
α−

1
2 (a− α)− 1

8
α

3
2 (a− α)2 + . . . (m+ 1 termos)

Daí, a
1
2 = p(a), implica, p(a)2 = a e substituindo a por x obtemos o polinômio

desejado. �

Concluiremos esta seção com a demonstração do teorema que caracteriza todas

as identidades de involuções do primeiro tipo da álgebra Mn(K).

Teorema 2.5.10 Sejam K um corpo in�nito cujo a característica é diferente 2 e ∗

uma involução de Mn(K), então

T (Mn(K), ∗) = T (Mn(K), t) ou T (Mn(K), ∗) = T (Mn(K), s),

e a segunda possibilidade pode ocorrer apenas quando n for par.

Demonstração: Suponha, inicialmente, que K seja algebricamente fechado. Pelo

Teorema 2.5.4, existe a ∈ GLn(K) com ∗ = tζa tal que a é simétrico ou antissimétrico.
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Suponha que a = at, ou seja, a seja simétrico. Como K é algebricamente fechado,

então K deve conter as raízes quadradas dos autovalores de a e, pelo Lema 2.5.9, existe

p(x) ∈ K[x] expressão polinomial e p(a) = v tal que a = p(a)2 = v2. Como at = a,

temos

vt = p(a)t = p(at) = p(a) = v,

ou seja, v é simétrico. Além disso,

v∗ = a−1vta = a−1va = v.

Considere agora a aplicação

ζv : (Mn(K), t)→ (Mn(K), ∗).

Temos que ζv é um isomor�smo de álgebras com involução. De fato, para x ∈Mn(K),

sabendo que a = v2 e que ∗ = tζa, temos

ζv(x
t) = v−1xtv = v−1ax∗a−1v = vx∗v−1 = (v−1xv)∗ = (ζv(x))∗,

isto prova o teorema para o caso a simétrico.

Suponha agora que a seja um elemento antissimétrico. Se n for ímpar, como

já foi mencionado no Corolário 2.5.7, teríamos det(a) = 0, o que é uma contradição.

Assim, podemos supor que a ∈ GLn(K), com n par. Lembrando que t = sζC , onde

C =

 0 −Im×m
Im×m 0

, segue que

∗ = tζa = sζCa

Como, Ct = −C e at = −a, teremos

(Ca)s = (Ca)tζ
−1
C = C(Ca)tC−1 = CatCtC−1 = Ca.

Em outras palavras, Ca é um elemento simétrico. Como na primeira parte da demons-

tração, pode-se construir um isomor�smo

(Mn(K), s)→ (Mn(K), ∗)

de álgebras com involução, e isto completa a demonstração quando K for algebrica-

mente fechado. Agora, seja K um corpo qualquer e K̄ seu fecho algébrico. Como K é

in�nito, é fato conhecido que toda ∗-identidade é estável .
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Portanto, T (Mn(K), ∗) = T (Mn(K̄), ∗).

Analogamente, (Mn(K), j) e (Mn(K̄), j) têm as mesmas ∗-identidade sobre K,

com j = t ou j = s. Consequentemente, temos que (Mn(K̄), ∗) ' (Mn(K̄), j), com

j = t ou j = s. Concluímos que (Mn(K), ∗) tem as mesmas ∗-identidade sobre K. Daí

concluímos a demonstração. �

Segue imediatamente deste teorema e pela Observação 1.6.2 que

C(Mn(K), ∗) = C(Mn(K), t), se ∗ é equivalente a t, ou C(Mn(K), ∗) = C(Mn(K), s),

se ∗ é equivalente a s. Assim, é su�ciente estudar apenas os T∗-espaços C(Mn(K), t) e

C(Mn(K), s).
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Capítulo 3

Identidades Polinomiais com

Involução para a Álgebra das Matrizes

de Ordem 2

Em [30], Levchenko exibiu uma base para as identidades polinomiais com invo-

lução da álgebra das matrizes (M2(K), ∗) sobre corpos com característica 0. Neste

capítulo iremos apresentar o resultado obtido por Colombo e Koshlukov, em [11], o

qual determina uma base para o T∗-ideal da álgebra com involução M2(K) sobre cor-

pos in�nitos e de característica diferente de 2. Utilizaremos também [13], como base

para os estudos deste capítulo.

Pelo argumento dado no inicio da Seção 2.3 podemos nos restringir as involuções

do primeiro tipo e pelo Teorema 2.5.10, ambos do Capítulo 2, há apenas duas classes

de involuções. A primeira classe é representada pela involução transposta (t) dada por: a11 a12

a21 a22

t

=

 a11 a21

a12 a22

 ,

e a segunda classe é representada pela involução simplética (s), dada por: a11 a12

a21 a22

s

=

 a22 −a12

−a21 a11

 .

Em todo capítulo, K denotará um corpo in�nito, cuja a característica é diferente

de 2, o produto de Jordan será de�nido por a ◦ b = (1/2)(ab+ ba), e por simplicidade
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de notação, iremos nos referir as variáveis como comutadores de grau 1. Recordamos

que as letras xi ∈ X denotam variáveis simétricas e as yi ∈ Y representam variáveis

antissimétricas.

3.1 Involução Transposta

Nesta seção estudaremos a construção de uma base para o T∗-ideal de (M2(K), t)

com involução transposta, denotada por ∗.

Os seguintes polinômios são ∗-identidades de M2(K):

[y1, y2]; (3.1)

[y1y2, x]; (3.2)

[x1, x2][x3, x4]− [x1, x3][x2, x4] + [x1, x4][x2, x3]; (3.3)

[y1x1y2, x2]− y1y2[x2, x1]. (3.4)

De fato, sejam Xi =

 bi di

di ci

 ∈M2(K)+ e Yi =

 0 −ai
ai 0

 ∈M2(K)−.

É fácil veri�car que os polinômios (3.1) e (3.2) são ∗-identidades, uma vez que

Y1Y2 = −a2a1I2 e assim está no centro de M2(K). Observe ainda que

[x1, x2]∗ = −[x1, x2], ou seja, [x1, x2] é um elemento antissimétrico. Logo, pela identi-

dade (3.1), temos

[x1, x2][x3, x4] = [x3, x4][x1, x2].

Pelo Teorema de Amistsur-Levitzki, s4(x1, x2, x3, x4) ∈ T (M2(K)), poderemos tomar

X1, X2, X3, X4 ∈M2(K)+ e assim

0 = s4(X1, X2, X3, X4) = 2([X1, X2][X3, X4]− [X1, X3][X2, X4] + [X1, X4][X2, X3]),

como a característica de K é diferente de 2, concluímos que o polinômio (3.3) é uma

∗-identidade para M2(K). Por �m, por simplicidade de notação iremos denotar por
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�A� e �B� os comutadores [Y1X1Y2, X2] e Y1Y2[X2, X1], respectivamente, assim,

A =

 −a1c1a2 a1d1a2

a1d1a2 −a1b1a2

 ·
 b1 d2

d2 c2

−
 b1 d2

d2 c2

 ·
 −a1c1a2 a1d1a2

a1d1a2 −a1b1a2


=

 −a1c1a2b2 + a1d1a2d2 −a1c1a2d2 + a1d1a2c2

a1d1a2b2 − a1b1a2d2 a1d1a2d2 − a1b1a2c2


−

 −a1c1a2b2 + a1d1a2d2 a1d1a2b2 − a1b1a2d2

−a1c1a2d2 + a1d1a2c2 a1d1a2d2 − a1b1a2c2

 .

Por outro lado, em B temos:

=

 −a1a2 0

0 −a1a2

 ·
 0 −b1d2 − d1c2 + b2d1 + d2c1

−b2d1 − d2c1 + b1d2 + d1c2 0


=

(
0 a1a2b1d2 + a1a2d1c2 − a1a2b2d1 − a1a2d2c1

a1a2b2d1 + a1a2d2c1 − a1a2b1d2 − a1a2d1c2 0

)
.

Assim, veri�ca-se imediatamente que o polinômio (3.4) é também uma ∗-identidade.

Denotaremos por I o ideal das ∗-identidades em K〈X ∪ Y 〉 gerado pelas identi-

dades (3.1), (3.2), (3.3) e (3.4), e seja R = K〈X ∪ Y 〉/I a álgebra relativamente livre

correspondente.

Observação 3.1.1 Podemos veri�car que os polinômios [x1, x2] e (x ◦ y) são antissi-

métricos e que os polinômios [x, y] e (x1 ◦ x2) são simétricos.

Observação 3.1.2 O produto de Jordan e o comutador satisfazem a seguinte relação

na álgebra associativa livre:

[a ◦ b, c] = a ◦ [b, c] + b ◦ [a, c].

Segue da ∗-identidade [y1, y2] que [[x1, x2], y] = 0 e [x1 ◦ y1, y2] = 0 em R. Desta

última identidade e da observação anterior segue que

y1 ◦ [x, y2] = 0 (3.5)

em R. Expandido a ∗-identidade y1 ◦ [x, y2] = 0, obtemos y1xy2 = y2xy1 e como

y1yy2 = y2yy1, concluímos que

y1zy2 = y2zy1, (3.6)
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para qualquer z = (1/2)(x+ y).

Por (3.5), em R, temos

[y1, x, y2] = [y1, x]y2 − y2[y1, x] = [y1, x]y2 + [y1, x]y2 = 2[y1, x]y2.

Logo,

[y1, x, y2] = 2[y1, x]y2 (3.7)

e pelas ∗-identidade (3.14), (3.6), (3.2) e (3.4), aplicadas nesta ordem, temos:

[y1, x1, y2, x2] = 2[[y1, x1]y2, x2]

= 2[y1x1y2 − x1y1y2, x2]

= 2([y1x1y2, x2]− [x1y1y2, x2])

= 2([y1x1y2, x2]− [x1, x2]y1y2 − x1[y1y2, x2])

= 2([y1x1y2, x2] + y1y2[x2, x1])

= 4y1y2[x2, x1].

Logo,

[y1, x1, y2, x2] = 4y1y2[x2, x1]. (3.8)

Por outro lado, se aplicarmos a identidade de Jacobi, obtemos

[y1, x1, y2, x2] = [[y1, x1], [y2, x2]] + [y1, x1, x2, y2].

Observe que [y1, x1, x2] é antissimétrico, logo [y1, x1, x2, y2] = 0. Assim,

[[y1, x1], [y2, x2]] = 4y1y2[x2, x1]. (3.9)

Observe ainda que

[[y1, x1], [y2, x2]] = 4y1y2[x2, x1]

= 2[[y1, x1]y2, x2]

= 2[y1, x1][y2, x2] + 2[y1, x1, x2]y2.

Segue de (3.9) que

[y1, x1][y2, x2] = 2y1y2[x2, x1]− [y1, x1, x2]y2. (3.10)
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Lema 3.1.3 O ideal I contém o polinômio

[v, x3, x4, x1, x2]− [v, x1, x2, x3, x4],

onde v é um comutador antissimétrico com grau ≥ 1.

Demonstração: Seja v um comutador qualquer de grau ≥ 1. Então aplicando a

identidade de Jacobi obtemos

[v, x2, x1] = [v, x1, x2] + [v, [x2, x1]]. (3.11)

Sendo v um comutador antissimétrico, por (3.1), temos

[v, x2, x1] = [v, x1, x2]. (3.12)

Segue das identidades de Jacobi e (3.8) que

[v, x1, x3, x2, x4] = [v, x1, x2, x3, x4] + [v, x1, [x3, x2], x4]

= [v, x1, x2, x3, x4] + 4v[x3, x2][x4, x1],

isto é,

[v, x1, x3, x2, x4] = [v, x1, x2, x3, x4] + 4v[x3, x2][x4, x1]. (3.13)

Assim, das identidades (3.12) e (3.13) temos que

[v, x3, x4, x1, x2] = [v, x3, x1, x4, x2] + 4v[x4, x1][x2, x3]

= [v, x1, x3, x2, x4] + 4v[x4, x1][x2, x3]

= [v, x1, x2, x3, x4] + 4v[x3, x2][x4, x1] + 4v[x4, x1][x2, x3].

Daí de (3.1), segue a igualdade

[v, x3, x4, x1, x2] = [v, x1, x2, x3, x4].

�

Segue deste último lema que podemos comutar os pares de variáveis simétricas

dentro de comutador antissimétrico, provocando no máximo uma mudança de sinal.

Portanto, para qualquer comutador antissimétrico, podemos ordenar as entradas de tal

forma que as colocamos em ordem crescente. Consequentemente, seguem os seguintes

lemas.
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Lema 3.1.4 O seguinte polinômio pertence a I

[y1, x1, . . . , xn, y2]− [y2, x1, . . . , xn, y1]

Demonstração: Para o caso em que n é par, é trivial, pois [yi, x1, x2, . . . , xn] é antis-

simétrico para i = 1, 2, ou seja,

[y1, x1, x2, . . . , xn, y2] = 0 = [y2, x1, x2, . . . , xn, y1].

Assim, resta considerar o caso em que n é ímpar. Daí segue

[y1, x1, . . . , xn, y2] = [y1x1 − x1y1, x2, . . . , xn, y2]

= [y1x1, x2, . . . , xn, y2]− [x1y1, x2, . . . , xn, y2]

= y1[x1, x2, . . . , xn, y2] + [y1, x2, . . . , xn, y2]x1

− x1[y1, x2, . . . , xn, y2]− [x1, x2, . . . , xn, y2]y1

= y1([x1, x2, . . . , xn]y2 − y2[x1, x2, . . . , xn]) + [y1, x2, . . . , xn, y2]︸ ︷︷ ︸
0

x1

− x1 [y1, x2, . . . , xn, y2]︸ ︷︷ ︸
0

−([x1, x2, . . . , xn]y2 − y2[x1, x2, . . . , xn])y1.

Pelas identidades (3.1) e (3.6), teremos

[y1, x1, . . . , xn, y2] = y2([x1, x2, . . . , xn]y1 − y1[x1, x2, . . . , xn]) + [y2, x2, . . . , xn, y1]︸ ︷︷ ︸
0

x1

− x1 [y2, x2, . . . , xn, y1]︸ ︷︷ ︸
0

−([x1, x2, . . . , xn]y1 − y1[x1, x2, . . . , xn])y2

= (y2[x1, x2, . . . , xn, y1] + [y2, x2, . . . , xn, y1]x1)

− (x1[y2, x2, . . . , xn, y1] + [x1, x2, . . . , xn, y1]y2)

= [y2x1, x2, . . . , xn, y1]− [x1y2, x2, . . . , xn, y1]

= [y2, x1, . . . , xn, y1].

Isto conclui a demonstração do lema. �

Lema 3.1.5 O ideal I contém o polinômio

[v, x1, . . . , x2k][y1, x
′
1, . . . , x

′
q]− y1[v, x1, . . . , x2k, x

′
1, . . . , x

′
q]

onde v é um comutador antissimétrico com grau ≥ 2, as variáveis xi, i = 1, . . . , 2k e

x′j, j = 1, . . . , q, são simétricas e k, q = 1, 2, . . ..

Claudemir Fideles Bezerra Júnior UFCG



Capítulo 3. Involução Transposta 61

Demonstração: Provaremos, inicialmente, a seguinte a�rmação

yz[y1, x1, . . . , xq] = y1z[y, x1, . . . , xq], para z = x+ y e para todo q ∈ N.

De fato, provaremos por indução sobre q. Para q = 1 obtemos, pela identidade (3.6),

que

yz[y1, x1] = yzy1x1 − yzx1y1

= y1zyx1 − y1zx1y

= y1z[y, x1].

Supondo que o resultado seja válido para q, provaremos que vale para q + 1.

vz[y1, x1, . . . , xq, xq+1] = vz[y1, x1, . . . , xq]xq+1 − vzxq+1[y1, x1, . . . , xq].

Por hipótese de indução temos

vz[y1, x1, . . . , xq, xq+1] = y1z[v, x1, . . . , xq]xq+1 − y1zxq+1[v, x1, . . . , xq].

Assim, a a�rmação está provada.

Agora provaremos o lema usando indução sobre q e denotando y = [v, x1, . . . , x2k].

Para q = 1, usando as identidades (3.2) e (3.5), tem-se:

y[y1, x
′
1] = y1[y, x′1].

Supondo que o resultado seja válido para q, provaremos que vale para q + 1. Observe

y[y1, x
′
1, . . . , x

′
q, x
′
q+1] = y[y1, x

′
1, . . . , x

′
q]x
′
q+1 − yx′q+1[y1, x

′
1, . . . , x

′
q].

Usando a a�rmação e a hipótese de indução obtemos o resultado.

�

Lema 3.1.6 Seja f ∈ B∗ multihomogêneo. Então f se escreve como f = f1 + f2 + f3,

onde f1, f2 e f3 são combinações lineares de polinômios das seguintes formas:

u1u2 . . . u2k; u1u2 . . . u2k+1; u1u2 . . . ukw

respectivamente. Aqui os ui's são comutadores antissimétricos de grau ≥ 1, e w é

um comutador simétrico de grau ≥ 2. Além disso, entre os comutadores de grau ≥ 2

aparece apenas uma variável antissimétrica.
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Demonstração: Etapa 1: Pela identidade [y1, x1][y2, x2] = 2y1y2[x2, x1]−[y1, x1, x2]y2,

o produto de dois comutadores simétricos, com grau ≥ 2 pode ser escrito como uma

soma de produtos de comutadores antissimétricos.

Etapa 2: Pela identidade y1 ◦ [x, y2] = 0, obtemos que os comutadores antis-

simétricos anticomutam com os simétricos de grau ≥ 2, e por [y1, y2] os comutadores

antissimétricos comutam entre si.

Etapa 3: Se é dado um produto de vários comutadores antissimétricos e simé-

tricos, então pela etapa 2 podemos reordená-los, a menos de sinal, de tal maneira que

os comutadores antissimétricos precedem os simétricos.

Etapa 4: Aplicando quantas vezes for necessária as etapas 1 e 3. Concluímos

que

f = f1 + f2 + f3

.

Resta mostrar que em cada um dos comutadores existe somente uma variável

antissimétrica. Seja u um comutador que contém duas ou mais variáveis antissimétricas,

digamos que degu = 3. Se possui 3 variáveis antissimétricas, não tem o que fazer, pela

∗-identidade (3.1) segue que u = 0 em R. Supondo u = [y1, x1, y2], podemos aplicar a

identidade

[y1, x, y2] = 2[y1, x]y2. (3.14)

Suponha agora que o comutador u tenha grau ≥ 4, ou seja, u = [w, y1, z], onde z = y2

ou z = x e degw ≥ 2.

Se w for antissimétrico, então u = 0.

Se w simétrico, então podemos escrever w = [v, w1], onde v é um comutador

antissimétrico e w1 é simétrico, ambos de grau ≥ 1.

Aplicando a identidade (3.14), obtemos

[w, y, z] = [v, w1, y, z] = 2[[v, w1]y, z].

Caso z = y2, temos:

[w, y, y2] = 2[[v, w1]y, y2] = 2[v, w1, y2]y = 4yy2[v, w1].

Caso z2 = x, por

[y1, x1, y2, x2] = 4y1y2[x2, x1],
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temos que

[w, y, x] = [v, w1, y, x] = 4vy[x,w1].

Com isso, conclui-se a demonstração. �

3.1.1 Matrizes Genéricas com a Involução Transposta

Recordamos a de�nição da álgebra das matrizes genéricas, que foi dada na Seção

1.8, Capítulo 1. para o caso n = 2, a matriz genérica ar é dada por

ar =

 ξ
(r)
11 ξ

(r)
12

ξ
(r)
21 ξ

(r)
22

 ,

em que ξ(r)
11 ∈ K[ξ] = K[ξ

(r)
ij ] , i, j = 1, 2, r = 1, . . . ,m. Denotaremos por Gen2 a subál-

gebra gerada pelas matrizes ar em M2(K[ξ
(r)
ij ]). Então, Gen2 é a álgebra relativamente

livre na variedade de álgebras de�nida por M2(K).

Analogamente, baseado no artigo [18], usando uma ideia similar à construção das

matrizes genéricas podemos de�nir a involução transposta ∗ em Gen2.

Seja (M2(K[ξ
(r)
ij ]), ∗) a álgebra das matrizes de ordem 2 com entradas na álgebra

dos polinômios

K[ξ] = K[ξ
(r)
ij ] , i, j = 1, 2, r = 1, . . . ,m,

munida da involução transposta. A álgebra das matrizes genéricas (Gen2, ∗) é

∗-gerada por

sr =

 χ
(r)
11 χ

(r)
12

χ
(r)
12 χ

(r)
22

, com χ
(r)
ij = (1/2)(ξ

(r)
ij + ξ

(r)
ji );

tr =

 0 ζ(r)

−ζ(r) 0

, com ζ(r) = (1/2)(ξ
(r)
12 − ξ

(r)
21 ).

Observe que sr e tr são geradores simétricos e o antissimétricos, respectivamente.

Então sr = (1/2)(ar + a∗r) e tr = (1/2)(ar − a∗r), e de acordo com que foi feito

em [18], temos que (Gen2, ∗) é isomorfa a uma álgebra relativamente livre na variedade

das álgebras com involução determinada por (M2(K), ∗).

Corolário 3.1.7 Sendo f = f1 + f2 + f3, como no Lema 3.1.6, então:
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(i) f é uma identidade com involução de M2(K) se, e somente se, f1, f2 e f3 também

são.

(ii) Se f é ∗-identidade para M2(K), então todo fi segue de algum fi
′, i = 1, 2, 3,

onde degfi
′ ≤ degfi e fi

′ depende de no máximo uma variável antissimétrica.

Demonstração: Para provar (i) suponha que f = f(x1, . . . , xl, y1, . . . , ym) seja uma

identidade e vamos provar que f1, f2 e f3 são identidades. Tomemos si e tj matrizes

genéricas, e avaliado f nestas matrizes temos

f̄ = f(s1, . . . , sl, t1, . . . , tm) = p1 ·

 1 0

0 1


︸ ︷︷ ︸

f̄1

+ p2 ·

 0 −r

r 0


︸ ︷︷ ︸

f̄2

+f̄3,

onde p1, p2 e r são polinômios nas variáveis {χkij, ζk}, com i, j = {1, 2} e k = 1, 2, . . . e

f̄n = fn(s1, . . . , sl, t1, . . . , tm), para n = 1, 2, 3. Iremos determinar

f̄3 = f3(s1, . . . , sl, t1, . . . , tm). Se a quantidade de comutadores antissimétrico em um

polinômio do tipo 3 for par temos que f̄3 = p3 ·

 r3 q3

q3 −r3

, caso seja ímpar temos

que f̄3 = p4 ·

 r4 −q4

−q4 −r4

, ou seja,

f̄3 = p3 ·

 r3 q3

q3 −r3

+ p4 ·

 r4 −q4

−q4 −r4

 ,

onde p3, p4, r3, r4, q3 e q4 são polinômios nas variáveis {χkij, ζk}, com i, j = {1, 2} e

k = 1, 2, . . .. Observe que o polinômio f1 quando avaliado sobre M2(K) produz ape-

nas uma matriz escalar, por outro lado, f2 produz uma matriz antissimétrica e f3

nos dá uma matriz simétrica de traço zero. Como toda matriz pode ser decomposto

unicamente como soma direta desses três tipos de matrizes, concluímos que se f é ∗-

identidade, então f1, f2 e f3 também são. Como a reciproca é imediata, demonstramos

(i).

Provaremos (ii). Pelo Lema 3.1.5 e pelas identidades (3.2) e y1 ◦ [y2, x1], podemos

escolher qual das variáveis antissimétricas colocaremos para fora dos comutadores e

ainda colocando-as na frente dos comutadores de grau ≥ 2. Portanto, se

fi = fi(x1, . . . , xl, y1, . . . , ym) = 0,
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podemos assumir, sem perda de generalidade, que y1 está em comutadores e o restante

das variáveis antissimétricas estão fora dos comutadores, e assim

fi = y2y3 . . . ymg(y1, x1, . . . , xl).

Vamos novamente tomar as matrizes genéricas si e ti e fazendo a avaliação

fi(s1, . . . , sl, t1, . . . , tm) obteremos P · g(t1, s1, . . . , sl) = 0, onde P é uma expressão

obtida por colocar os yi's em evidência, e substituindo-os por ti =

 0 ζ(i)

−ζ(i) 0

,

com i = 2, 3, . . . ,m, teremos detP = (ζ(2) . . . ζ(m))2 6= 0. Logo, P é inversível, e como

Pg(t1, s1, . . . , sl) = 0 concluímos que g(t1, s1, . . . , sl) = 0. Como estamos tratando de

matrizes genéricas, temos que o lema está provado. �

Lema 3.1.8 Sejam f2, f3 polinômios como no Corolário 3.1.7, que dependem de ape-

nas uma variável antissimétrica. Suponha que f2 e f3 são escritos como combinação

linear de comutadores de grau ≥ 4. Então, em R, temos

f2(y, x1, . . . , xl) = α[y, xi1 , . . . , xil ] + 4yg1(x1, . . . , xl)

f3(y, x1, . . . , xl) = β[y, xi1 , . . . , xil ] + 4yg3(x1, . . . , xl)

onde α, β ∈ K, i1 ≤ . . . ≤ in e g1 e g3 são polinômios do tipo f1 e f3, respectivamente

do Lema 3.1.6.

Demonstração: Primeiramente, podemos supor sem perda de generalidade que a

variável antissimétrica y aparece na primeira entrada dos comutadores. Considerando

o polinômio do tipo f2, obtemos o resultado requerido apenas utilizando a demonstração

do Lema 3.1.3. Para polinômio do tipo f3, utilizaremos o Lema 3.1.4, e as identidades

(3.2) e (3.14), e ainda considerando v um comutador antissimétrico de comprimento

≥ 1, temos:

[v, x1, x3, x2] = [v, x1, x2, x3] + [v, x1, [x3, x2]]

= [v, x1, x2, x3] + 2[v, x1][x3, x2]

= [v, x1, x2, x3]− 2v[[x3, x2], x1]

= [v, x1, x2, x3] + 2[[x3, x2], x1]v

= [v, x1, x2, x3] + 2[x3, x2, x1]v.
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Desta forma, podemos reordenar as variáveis neste caso. Assim, concluímos a demons-

tração. �

Neste próximo resultado, vamos utilizar as identidades (3.14), (3.8) e o Lema

3.1.5, mas de maneira diferente da que vimos utilizando, agora vamos utilizá-las para

aglutinar dois ou três comutadores em apenas um comutador.

Proposição 3.1.9 Sejam f1, f2 e f3, como no Corolário 3.1.7, ∗-identidades para

M2(K). Suponha que todo fi contém, no máximo, uma entrada com variável antissimé-

trica. Então, em R, cada um dos f1, f2, f3 é consequência de algumas

∗-identidades que não dependem de variáveis antissimétricas. Assumindo que os po-

linômios fi não dependem dessas variáveis e que degfi ≥ 4, podemos rescrevê-los, em

R, da seguinte maneira:

(a) O polinômio f1 é representado como combinação linear de produtos de dois co-

mutadores antissimétricos, onde um deles tem grau 2.

(b) O polinômio f2 é uma combinação linear de comutadores antissimétricos.

(c) O polinômio f3 é uma combinação linear de comutadores simétricos.

Demonstração: Pelo Lema 3.1.6, sabemos que fi, para i = 1, 2, 3 pode ser escrito

como combinação linear de produtos de comutadores, e pelo Corolário 3.1.7 (ii), cada

produto depende no máximo de uma variável antissimétrica, e que esta pode ser colo-

cada na primeira entrada do primeiro comutador, pelo Lema 3.1.4.

Consideramos primeiramente f1. Utilizando a identidade (3.8), temos

u1u2[v, x1] = (1/4)[u1, x1, u2, v],

onde u1, u2 são comutadores antissimétricos de grau ≥ 2 e v é um comutador simétrico

de grau ≥ 1. Como f1 é combinação linear de produtos de uma quantidade par de

comutadores antissimétricos, podemos escrevê-lo como combinação linear de produtos

de dois comutadores antissimétricos. Daí, dividiremos em dois casos:

1◦ caso: f1 não depende de variável antissimétrica. Logo, pelo Lema 3.1.5, pode-

mos fazer com que um dos comutadores tenha grau dois.
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2◦ caso: f1 depende de uma variável antissimétrica, ou seja, f1 = f(y, x1, . . . , xl).

Usando o Lema 3.1.5, podemos rescreve-lo da seguinte forma

f1 = yf2(x1, . . . , xl).

Portanto, esta identidade é equivalente a uma identidade do tipo f2, a qual não depende

de variáveis antissimétricas.

Consideremos agora um polinômio do tipo f2. Novamente pela identidade (3.8),

podemos rescreve-lo como combinação linear de comutadores antissimétricos. Se f2

não contém variável antissimétrica, não há o que demonstrar. Suponha, então, que f2

dependa de uma variável antissimétrica. Pelo Lema 3.1.8, podemos escrevê-lo da forma

f2(y, x1, . . . , xl) = α[y, xi1 , . . . , xil ] + 4yg1(x1, . . . , xl)

para algum polinômio g1 do tipo f1 e α ∈ K. Como f2 é uma ∗-identidade paraM2(K),

podemos avaliá-lo nos seguintes elementos:

Y =

 0 −1

1 0

 e X1 = X2 = . . . = Xl =

 0 1

1 0

 .

É fácil veri�car que [Y,Xi1 , . . . , Xin ] = β

 0 1

−1 0

 = βQ, com β = ±2l. Por outro

lado, como g1 é um produto de comutadores que está sendo avaliado em um mesmo

elemento, então temos que g1(x1, . . . , xl) = 0. Como a característica de K é diferente

de 2 e por Q ser uma matriz invertível, concluímos que α = 0. Logo,

f2(y, x1, . . . , xl) = 4yg1(x1, . . . , xl).

Sabendo que a matriz Y é invertível, como foi feito no Corolário 3.1.7, concluímos

que g1(x1, . . . , xl) é uma ∗-identidade. Portanto, f2(y, x1, . . . , xl) é equivalente a uma

identidade do tipo f1 que não depende de variáveis antissimétricas.

Para �nalizar a demonstração, consideremos o polinômio do tipo f3. Aplicando

a identidade (3.14) no comutador simétrico e em um dos antissimétricos, podemos

admitir, sem perda de generalidade, que f3 pode ser rescrito como combinação linear

de comutadores simétricos. Daí, pelo Lema 3.1.8 e seguindo a mesma ideia do caso de

polinômios do tipo f2, podemos concluir a demonstração. �
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Corolário 3.1.10 Seja f ∈ R. Se f é uma identidade para (M2(K), ∗), então f segue

de algumas ∗-identidades que dependem apenas de variáveis simétricas.

Demonstração: Basta observar o Corolário 3.1.7 e aplicar o proposição anterior. �

Portanto, quando ∗ é a involução transposta sobre M2(K) podemos, apenas,

considerar os polinômios que dependem de variáveis simétricas. Até o �nal desta seção,

consideraremos apenas polinômios que dependem apenas de variáveis simétricas.

De�nição 3.1.11 De�niremos os seguintes subespaços de R:

1. Seja F1 o subespaço de R gerado por produtos de dois comutadores antissimétri-

cos, onde um deles é de grau 2.

2. Seja F2 o subespaço de R gerado por todos os comutadores antissimétricos de

grau maior ou igual à 4.

3. Seja F3 o subespaço de R gerado por todos os comutadores simétricos de grau

maior ou igual à 4.

3.1.2 O Operador L

Nesta seção, estudaremos o operador L, estudo feito por Vasilovsky em [34], mas

agora sobre o espaço F1 ⊕ F2 ⊕ F3.

Em [12], foi demonstrado que as identidades ordinárias de M2(K), para o caso

em que a charK = p > 3, são geradas por

s4 =
∑
σ∈S4

xσ(1)xσ(2)xσ(3)xσ(4),

h5 = [[x1, x2] ◦ [x3, x4], x5].

E, no caso em que p = 3, além dessas identidades temos ainda a identidade r6, de�nida

por:

[x1, x2] ◦ (u ◦ v)− (1/8)([x1, u, v, x2] + [x1, v, u, x2]− [x2, u, x1, v]− [x2, v, x1, u]),

onde u = [x3, x4] e v = [x5, x6].
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Observe que os polinômios s4, h5 e r6 pertencem a I. De fato, seja xi variáveis

simétricas e observe que s4 pode ser escrito da forma

s4 = [x1, x2] ◦ [x3, x4]− [x1, x3] ◦ [x2, x4] + [x1, x4] ◦ [x2, x3],

e pelo gerador [y1, y2] temos, módulo I,

s4 = 2([x1, x2][x3, x4]− [x1, x3][x2, x4] + [x1, x4][x2, x3]),

que pertence a I. A identidade h5 segue diretamente do gerador (3.2).

Para concluir, resta veri�car que identidade r6 está em I. Como u, v são comu-

tadores antissimétricos, segue da identidade (3.8) que

[x1, u, v, x2] = −[u, x1, v, x2] = −4uv[x2, x1]

= −4vu[x2, x1]

= −[v, x1, u, x2]

= [x1, v, u, x2],

ou seja,

[x1, u, v, x2] = [x1, v, u, x2]. (3.15)

Observe que [x2, u, x1], [x2, v, x1] são comutadores antissimétricos, e assim os dois últi-

mos comutadores de r6 se anulam em R. Consequentemente,

r6 = [x1, x2] ◦ (u ◦ v)− (1/4)[x1, u, v, x2]

= [x1, x2] ◦ (uv) + (1/4)[u, x1, v, x2]

= [x1, x2]uv + uv[x2, x1].

Logo, r6 também se anula em R.

Observação 3.1.12 Segue dos comentários feitos acima que as identidades ordinárias

de M2(K) se anulam em R.

Isso nos motiva a de�nir o operador linear L(a, b), para a, b variáveis simétricas,

sobre o espaço F1 ⊕ F2 ⊕ F3.
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De�nição 3.1.13 Sejam w1, w2 variáveis simétricas ou comutadores e a, b variáveis

simétricas, então [w1, w2]L(a, b) é de�nido por:

(1/8)([w1, a, b, w2] + [w1, b, a, w2]− [w2, a, w1, b]− [w2, b, w1, a]).

Se w1 e w2 são comutadores antissimétricos e deg(w2) = 2 então de�nimos

(w1w2)L(a, b) = w1(w2L(a, b)).

Veri�ca-se, utilizando o Lema 3.1.3 e usando a identidade de Jacobi, que para

quaisquer x1, x2, a, b ∈ R variáveis simétricas, vale a identidade

[x1, x2]L(a, b) = (1/4)[x1, x2, a, b]. (3.16)

Observe agora as seguintes identidades satisfeitas na álgebra de Lie Sl2(K) das

matrizes de ordem 2 e de traço 0, segundo [34]:

[x1, x2, x3]L(a, b) = [[x1, x2]L(a, b), x3]; (3.17)

[x1, a]L(x2, b)− [x2, a]L(x1, b) = (1/4)[x1, x2, b, a]; (3.18)

[x1, x2]L(a, b)L(c, d) = [x1, x2]L(c, d)L(a, b). (3.19)

Observe inicialmente que:

[x1, x2, x3]L(a, b) = (1/8)([x1, x2, a, b, x3] + [x1, x2, b, a, x3]− [x3, a, [x1, x2], b]

− [x3, b, [x1, x2], a])

= (1/8)([x1, x2, a, b, x3] + [x1, x2, b, a, x3]− [[x3, a], [x1, x2], b]

− [[x3, b], [x1, x2], a])

= (1/8)([x1, x2, a, b, x3] + [x1, x2, a, b, x3])

= (1/4)([x1, x2, a, b, x3])

= [[x1, x2]L(a, b), x3].

Além disso, usando a relação

4[(x ◦ y) ◦ z − x ◦ (y ◦ z)] = [z, x, y], (3.20)
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que vale para qualquer álgebra associativa, obtemos

[x1, a]L(x2, b)− [x2, a]L(x1, b) = 1/4([x1, a, x2, b]− [x2, a, x1, b])

= 1/4([[x1, a, x2]− [x2, a, x1], b])

= [[(a ◦ x2) ◦ x1 − a ◦ (x2 ◦ x1)]

− [(a ◦ x1) ◦ x2 − a ◦ (x1 ◦ x2)], b]

= [(a ◦ x2) ◦ x1 − (a ◦ x1) ◦ x2, b]

= (1/4)[x1, x2, a, b]

= (1/4)[x1, x2, b, a].

Por �m, analogamente ao que foi feito na identidade (3.16), pode-se veri�car que

[v, x2]L(a, b) = (1/4)[v, x2, a, b],

para qualquer v comutador simétrico e consequentemente

[x1, x2]L(a, b)L(c, d) = (1/4)[x1, x2, a, b]L(c, d)

= (1/4)[[x1, x2, a], b]L(c, d)

= (1/16)[[x1, x2, a], b, c, d]

= (1/16)[x1, x2, a, b, c, d]

= (1/16)[x1, x2, c, d, a, b]

= [x1, x2]L(c, d)L(a, b).

Temos então que identidades (3.17), (3.18) e (3.19) são satisfeitas em R. Assim, pelo

teorema principal em [34], que diz que todas identidades da álgebra de Lie Sl2(K) segue

de (3.17)-(3.19), concluímos então que todas as identidades de Sl2(K) são satisfeitas

em R, desde que todas as variáveis sejam simétricas. Além disso, é fato conhecido

que todas as identidades de Lie da álgebra das matrizes M2(K) seguem do polinômio

standard s4, veja [22] ou [28].

Pela Observação 3.1.12, obtemos imediatamente que se w1 e w2 são comutadores

antissimétricos de grau maior ou igual a 2, então w1(w2L(a, b)) = (w1L(a, b))w2 em R,

bastando usar a De�nição 3.1.13, a identidades (3.16) e observar que (w1L(a, b)) é um

elemento antissimétrico. Do que foi discutido segue o seguinte resultado.
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Lema 3.1.14 A transformação L é um operador linear bem de�nido em F1⊕F2⊕F3.

Note que precisamos utilizar o Lema 3.1.5 na veri�cação da boa de�nição de L

sobre F1.

Proposição 3.1.15 Assuma que fi ∈ Fi, com degfi ≥ 4, para cada i = 1, 2, 3. Então,

em R, fi pode ser escrito da seguinte forma.

1. f1 =
∑
i

αi[xi1 , xi2 ][xi3 , xi4 ]
∏
j

L(aij, bij). Além disso, podemos supor que i1 < i2,

i3 < i4, i1 ≤ i3, e i2 ≤ i4.

2. f2 =
∑
i

βi[xi1 , xi2 ]
∏
j

L(aij, bij). Além disso, podemos supor que i1 < i2.

3. f3 =
∑
i

γi[xi1 , xi2 , xi3 ]
∏
j

L(aij, bij). Além disso, podemos supor que i1 < i2 ≤ i3.

Em todos os casos aij, bij ∈ X, ou seja, são variáveis simétricas e α, β, γ ∈ K.

Demonstração: Para demonstrar a primeira parte do lema basta utilizar as identida-

des (3.17), (3.18) e (3.19) que são satisfeitas em R. Assim, resta mostrar a desigualdade

entre os indices. Para o caso (1) pode-se escrever, a menos de sinal, que i1 < i2 e i3 < i4

e que i1 ≤ i3, está última segue da identidade (3.1). Suponha, agora, que i2 > i4. Então

pela identidade (3.3) obtemos, em R, que:

[xi1 , xi2 ][xi3 , xi4 ] = −[xi1 , xi3 ][xi4 , xi2 ] + [xi1 , xi4 ][xi3 , xi2 ],

e os termos do lado direito satisfazem a condição (1).

O caso (2) e (3) segue do que foi discutido. �

Pela identidade (3.19), concluímos que os operadores L(a, b) geram uma

subálgebra comutativa da álgebra das transformações lineares de F1⊕F2⊕F3. Agora,

iremos fazer um breve comentário sobre o que será feito mais adiante. Consideraremos

F1 ⊕ F2 ⊕ F3 como um módulo sobre a álgebra comutativa gerada pelos operadores L.

Vamos encontrar os elementos que geram os Fi's. Posteriormente, mostraremos que

estes elementos, quando avaliados sobre as matrizes genéricas com involução, são line-

armente independentes. Disso concluiremos que a álgebra R será isomorfa à ∗-álgebra

relativamente livre determinada por (M2(K), ∗).
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Agora, apresentaremos o conceito de identidade polinomial fraca para a álgebra

Mn(K), assunto que será importante no decorrer desta seção.

De�nição 3.1.16 Seja f = f(x1, x2, . . . , xn) ∈ K〈X〉. Dizemos que f é uma identi-

dade polinomial fraca para o par (Mn(K), Sln(K)), onde Sln(K) é a álgebra de Lie

das matrizes de ordem n cujo o traço é zero, se f(a1, a2, . . . , an) = 0, para quaisquer

a1, a2, . . . , an ∈ Sln(K). Dizemos que f é identidade polinomial fraca essencial

se f não for uma identidade polinomial para Mn(K).

Exemplo 3.1.17 O polinômio [x2
1, x2] é uma identidade polinomial fraca essencial para

M2(K). De fato, se A ∈ M2(K), então x2 − tr(A)x + det(A) é o polinômio caracte-

rístico de A. Supondo tr(A) = 0 segue, pelo Teorema de Cayley-Hamilton, que A2 =

−det(A)I2 e portanto A2 comuta com qualquer elemento de M2(K). Porém tomando

E11, E12 elementos da base canônica de M2(K), teremos que [E2
11, E12] = E12 6= 0, e

assim temos o resultado.

Os polinômios que consideramos são ∗-próprios. Assim, ao calcular tal polinô-

mio em M2(K) podemos dispensar a componente escalar das respectivas matrizes.

Em outras palavras, se mi ∈ M2(K) e m′i = mi − [(1/2)tr(mi)]I2 ∈ Sl2(K), então

f(m1, . . . ,mn) = f(m′1, . . . ,m
′
n), para todo polinômio f = f(x1, . . . , xn) ∈ B∗ depen-

dendo apenas de variáveis simétricas. Portanto, f ∈ B∗ é ∗-identidade para M2(K) se,

e somente se, ele é uma identidade fraca para o par (M2(K), Sl2(K)).

Por argumentos padrões podemos supor, sem perda de generalidade, que K é um

corpo algebricamente fechado. Portanto, podemos tomar as matrizes

e0 = I2, e1 =

 i 0

0 −i

, e2 =

 0 i

i 0

, e3 =

 0 −1

1 0


com i2 = −1 em K. Observe que as matrizes acima formam uma base para o espaço

vetorial M2(K) e e1, e2 e e3, formam uma base para a álgebra de Lie Sl2(K). Note

ainda que

(x11e1 + x12e2 + x13e3)2 = −(x11
2 + x12

2 + x13
2)e0
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De fato,  x11i 0

0 −x11i

+

 0 x12i

x12i 0

+

 0 −x13

x13i 0

2

=

=

 x11i x12i− x13

x12i+ x13i −x11i

2

=

 x11
2 + x12

2 + x13
2 0

0 x11
2 + x12

2 + x13
2

 .

Então o par (M2(K), Sl2(K)) satisfaz as identidades [x2, y] e [x ◦ y, z] (observe

que a segunda se obtém linearizando a primeira e multiplicando por 1/2). Como a

característica do corpo é diferente de 2, então as duas identidades são equivalentes.

Aqui, identi�caremos o corpo K como o centro de M2(K), ou seja, K ' Ke0 =

{αe0 ; α ∈ K}. Logo, em Sl2(K), podemos de�nir uma forma bilinear não degenerada

da seguinte maneira:

〈a, b〉 = a ◦ b, para quaisquer a, b ∈ Sl2(K).

Utilizaremos este mesmo produto interno, mas nos restringiremos ao espaço ge-

rado por e1, e2, ou seja, o espaço das matrizes simétricas.

Observe que se substituímos x1, x2, a, b por matrizes de traço zero, segue de [34],

que

[x1, x2]L(a, b) = [x1, x2] ◦ (a ◦ b).

Aqui, (a ◦ b) é o produto interno no espaço gerado por e1 e e2.

3.1.3 Tabelas Admissíveis

Nesta subseção faremos um breve estudo sobre a descrições das tabelas duplas.

Voltamos a lembrar que nos restringimos apenas às variáveis simétricas. Além disso,

pelo que foi comentado anteriormente, nossas variáveis também são elementos da álge-

bra de Lie Sl2(K).

Os invariantes do grupo ortogonal para o produto interno acima são descritas em

termos de tabelas duplas (para maiores detalhes ver [14]).

De�nição 3.1.18 Uma tabela dupla é uma tabela
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T =


p11 · · · p1m1 q11 · · · q1m1

p21 · · · p2m2 q21 · · · q2m2

...
...

pk1 · · · pkmk qk1 · · · qkmk

=
(
A | B

)
,

onde m1 ≥ m2 ≥ · · · ≥ mk e pij, qij são inteiros para cada i, j.

De�niremos, agora, as i-tabelas, para i = 0, 1, 2, que serão tabelas importantes

na associação das ∗-identidades da álgebra M2(K).

De�nição 3.1.19 Dizemos que T é:

(i) 0-tabela, quando todas as entradas de T são inteiros positivos e m1 ≥ 2;

(ii) 1-tabela, quandom1 ≥ 2, p11 = 0 e as outras entradas de T são inteiros positivos;

(iii) 2-tabela, quando m1 ≥ 2, p11 = −1, p12 = 0 e as outras entradas são inteiros

positivos.

Associaremos a T um polinômio ϕ(T ) em R, da seguinte maneira:

De�nição 3.1.20 Seja T =
(
p1 p2 · · · pm | q1 q2 · · · qm

)
uma tabela com

apenas uma linha.

(i) Se T é uma 0-tabela, então

ϕ(T ) = (1/4)
∑
σ∈Sm

(−1)σ[xp1 , xp2 ][xqσ(1) , xqσ(2) ]L(xp3 , xqσ(3)) · · ·L(xpm , xqσ(m)
);

(ii) Se T é uma 1-tabela, então

ϕ(T ) = (−1/4)
∑
σ∈Sm

(−1)σ[xqσ(1) , xqσ(2) , xp2 ]L(xp3 , xqσ(3)) · · ·L(xpm , xqσ(m)
);

(iii) Se T é uma 2-tabela, então:

Se m = 2, então ϕ(T ) = (−1/4)[xq1 , xq2 ].

No caso em que m ≥ 3, então

ϕ(T ) = (−1/4)
∑
σ∈Sm

(−1)σ[xqσ(1) , xqσ(2) ]L(xp3 , xqσ(3)) · · ·L(xpm , xqσ(m)
).
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No caso geral, seja T1, T2, . . . , Tk as sucessivas linhas de T . Então associamos

ϕ(T ) = ϕ(T1)l2 · · · lk,

onde lj denota o produto de transformações lineares que comutam entre si, ou seja,

lj =
∑
σ∈Sm

(−1)σL(xpj1 , xqjσ(1)) · · ·L(xpjm , xqjσ(m)
),m = mj.

Aqui, Sm denota o grupo simétrico agindo no conjunto {1, 2, · · · ,m} e (−1)σ é o sinal

de σ ∈ Sm.

Observando que

det(L(xpjb , xqjσ(b))) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L(xpj1 , xqj1) · · · L(xpj1 , xqjm)

...
. . .

...

L(xpjm , xqj1) · · · L(xpjm , xqjm)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = lj,

note que lj é o �determinante� de uma matriz de ordem m onde L(xpab , xqaσ(b)) está na

entrada (a, b).

Lema 3.1.21 Suponha que T é uma i-tabela, i = 0, 1, 2. Se m1 ≥ 3, então ϕ(T ) = 0

em R.

Demonstração: É su�ciente demonstrar o lema para o caso de uma tabela T consis-

tindo de apenas uma linha e m1 = 3, já que no caso geral a tabela T é associada a

ϕ(T ) = ϕ(T1)l2 · · · lk, onde T1 é a primeira linha, e além disso, [v, xi, xj] = [v, xj, xi],

para qualquer comutador antissimétrico v.

Daí, se T =
(

1 2 3 | 4 5 6
)
é uma 0-tabela, então

ϕ(T ) = (1/4)
∑
σ∈S3

(−1)σ[x1, x2][xqσ(4) , xqσ(5) ]L(x3, xqσ(6)).

Assim, aplicando a identidade (3.16) obtemos

ϕ(T ) = (1/16)
∑
σ∈S3

(−1)σ[x1, x2][xqσ(4) , xqσ(5) , x3, xqσ(6) ]

= (1/16)[x1, x2]([x4, x5, x3, x6]− [x4, x6, x3, x5] + [x5, x6, x3, x4] +

+ [x6, x4, x3, x5]− [x5, x4, x3, x6]− [x6, x5, x3, x4])

= (1/8)[x1, x2]([x4, x5, x3, x6]− [x4, x6, x3, x5] + [x5, x6, x3, x4])

= (1/8)[x1, x2]([x4, x5, x6, x3]− [x4, x6, x5, x3] + [x5, x6, x4, x3]).
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Pela identidade de Jacobi, obtemos

ϕ(T ) = (1/8)[x1, x2][[x4, x5, x6]− [x4, x6, x5] + [x5, x6, x4], x3]

= 0.

Agora, seja T =
(

0 1 2 | 3 4 5
)
uma 1-tabela, então

ϕ(T ) = (−1/4)
∑
σ∈S3

(−1)σ[xqσ(3) , xqσ(4) , x1]L(x2, xqσ(5)).

Aplicando, as identidades (3.16) e (3.17) obtemos

ϕ(T ) = (−1/16)
∑
σ∈S3

(−1)σ[xqσ(3) , xqσ(4) , x2, xqσ(5) , x1]

= (−1/16)
∑
σ∈S3

(−1)σ[xqσ(3) , xqσ(4) , xqσ(5) , x2, x1, ]

= (−1/8)([x3, x4, x5, x2, x1]− [x3, x5, x4, x2, x1] + [x4, x5, x3, x2, x1]).

Pela identidade de Jacobi, concluímos novamente que ϕ(T ) = 0.

Para �nalizar, tomemos uma 2-tabela. Logo, T =
(
−1 0 1 | 2 3 4

)
,

implicará

ϕ(T ) = (−1/4)
∑
σ∈S3

(−1)σ[xqσ(2) , xqσ(3) ]L(x1, xqσ(4))

= (−1/16)
∑
σ∈S3

(−1)σ[xqσ(2) , xqσ(3) , x1, xqσ(4) ]

= (−1/8)([x2, x3, x1, x4]− [x2, x4, x1, x3] + [x3, x4, x1, x2].

Analogamente ao que foi feito nos anteriores, obteremos ϕ(T ) = 0. Assim, concluímos

a demonstração do lema. �

De�nição 3.1.22 A tabela dupla T é chamada de (duplamente) standard se

pij < pij+1, qij < qij+1 e pij ≤ qij ≤ pi+1j, para quaisquer i, j que fazem sentido

nas desigualdades anteriores.

Observação 3.1.23 Dado {xij ; i ≥ 1, 1 ≤ j ≤ n}, denotando por V um K-espaço

vetorial que tem como base o conjunto �de vetores genéricos� xi = (xi1, . . . , xin), para

i ≥ 1. De�nimos sobre V uma forma bilinear simétrica não degenerada dada por

xi ◦ xj =
∑
k

xikxjk.
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É fato conhecido (ver [14]) que a álgebra de invariantes do grupo ortogonal On é gerada

pelo produto xi ◦xj e tem uma base indexado pelas tabelas standard T tal que m1 ≤ m.

Se T =
(
p1 · · · pm | q1 · · · qm

)
consiste de um linha, então o elemento

da base correspondente é T̃ = det(xpi ◦ xqj)m×m.

Se as linhas de T são T1, T2, . . . , Tk, então T̃ = T̃1T̃2 . . . T̃k.

Vamos aplicar a discussão feita na observação anterior ao caso em que o espaço

vetorial é o espaço gerado pelas matrizes de ordem 2 simétricas e de traço zero. Observe

que o produto interno Sl2 × Sl2 → R de�nida é dado por u ◦ v = (1/2)(uv + vu),

para quaisquer u, v ∈ Sl2(K), uma vez que (uv + vu) é uma matriz escalar. Assim,

mostraremos que os polinômios T̃ tais que T é standard e m1 ≤ 2 são linearmente

independentes.

De�nição 3.1.24 T é chamada de admissível se é uma tabela duplamente standard

e o comprimento de sua primeira linha satisfaz m1 ≤ 2. Denotaremos por Adm o

conjunto de todas as i-tabelas admissíveis, i = 0, 1, 2.

Antes dos resultados, iremos de�nir uma ordem no conjunto das i-tabelas duplas,

com i = 0, 1, 2.

De�nição 3.1.25 Seja T uma tabela dupla. De�nimos:

(i) O contorno de T , denotada por m(T ), como sendo o vetor

m(T ) = (m1,m2, . . . ,mk),

onde mj representa o comprimento da respectiva meia-linha de T .

(ii) A forma de T , denotado por p(T ), como sendo o vetor

p(T ) = (p11, p12, · · · , p1m1 , q11, q12, · · · , q1m1 , p21, · · · , qkmk).

(iii) O conteúdo de T , denotado por d(T ), como sendo o vetor

d(T ) = (d−k, . . . , d−1, d0, d1, d2, . . .)

onde dj é o número de entradas de T que são igual a j, para j = ±1,±2, . . ..
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A ordem no conjunto das i-tabelas duplas, com i = 0, 1, 2, será dada da se-

guinte forma: sejam T1 e T2 duas i-tabelas duplas com o mesmo conteúdo, isto é,

d(T ) = d(Q). Diremos que, T1 < T2 se m(T1) < m(T2) na ordem lexicográ�ca usual

ou caso m(T1) = m(T2) então p(T1) > p(T2) também com a ordem lexicográ�ca usual.

Proposição 3.1.26 Os polinômios {ϕ(T ) ; T ∈ Adm} gera o espaço vetorial

F1⊕F2⊕F3 de todos os polinômios ∗-próprios em R que dependem somente de variáveis

simétricas.

Demonstração: É su�ciente mostrar que cada polinômio fk ∈ Fk é uma combinação

linear de polinômios ϕ(Tj) para algumas i-tabelas standard Tj ∈ Adm.

Começaremos com f1 ∈ F1. Pela Proposição 3.1.15, podemos escrever

f1 =
∑
i

αiϕ(Ti), onde αi ∈ K e Ti são 0-tabelas.

Pelo Lema 3.1.21, podemos assumir, sem perda de generalidade, que todas as linhas de

Ti são de comprimento menor ou igual a 2. Assim, é su�ciente mostrar que todo ϕ(Ti)

pode ser escrito como combinação de polinômios correspondentes a 0-tabelas standard.

Escrevendo T = Ti, suponha que T não seja standard. É fácil ver que pode-

mos considerar que cada meia linha de T pode ser colocada em ordem ascendente. Se

isto não ocorrer e a respectiva meia linha não é a primeira, podemos reordenar suas

entradas, provocando no máximo uma mudança de sinal (vale lembrar que mi ≤ 2).

Se a violação ocorre na primeira basta aplicar a Proposição 3.1.15. Além disso, se a

violação das desigualdades da de�nição de tabela standard ocorre abaixo da primeira

linha, podemos aplicar os argumentos de ([29], Lema 2.7) e expressar ϕ(T ) como uma

combinação de tabelas maiores do que T , em relação à ordenação de�nida anterior-

mente.

Se por outro lado tivermos que p1r > q1r, aplicaremos novamente a Proposição

3.1.15. Portanto, o único caso a considerar é q1r > p2r, com r = 1 ou 2. Mas isto

se resolve aplicando ([28], Lema 4.2, Proposição 4.2) e as observações feitas antes do

Lema 3.1.14. Portanto ϕ(T ) é uma combinação linear da seguinte forma:

ϕ(T ) =
∑
i

βiϕ(Ti), βi ∈ K, Ti > T.
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Na sequência consideremos os polinômios ϕ(Ti) e as correspondentes tabelas Ti.

Tratando-os da mesma maneira obteremos que as tabelas são maiores que T , em rela-

ção à ordenação de�nida. Mas este processo deve acabar e assim todas as tabelas que

participam dessa combinação devem ser standard. Note que o conjunto de todas as

tabelas standard com conteúdo d é �nito e, portanto, lidamos com um conjunto �nito

de tabelas duplas.

Agora seja T uma 2-tabela. Como anteriormente, podemos supor que T não é

standard e que a violação do argumento standard é do tipo q1r > p2r. Neste caso,

procede-se da mesma maneira que o anterior usando o resultado para as identidades

da álgebra de Lie Sl2(K) em [34], Proposição 2.1 em vez do argumento de [28].

O último caso a considerar é quando T é 1-tabela, e como nos dois primeiros

casos, supomos que a violação é q1r > p2r. O caso é tratado usando novamente [34],

Proposição 2.1. Assim, concluímos a demonstração. �

Recordemos que I é o ideal das ∗-identidades gerado pelas identidades (3.1)-(3.4).

Vamos mostrar que I = T (M2(K), ∗). Como I ⊆ T (M2(K), ∗) é imediato que temos

um epimor�smo canônico

ψ : R = K〈X ∪ Y 〉/I → K〈X ∪ Y 〉/T (M2(K), ∗) = R̄.

Portanto, pela Proposição 3.1.26, a imagem do conjunto {ϕ(T ) ; T ∈ Adm} gera

o espaço vetorial de todos os polinômios ∗-próprios em R̄, que dependem apenas das

variáveis simétricas. O teorema estará provado se conseguirmos mostrar que as imagens

dos polinômios ϕ(T ), com T ∈ Adm, são linearmente independentes.

Aqui, faremos uso das identidades fracas para o par (M2(K), Sl2(K)). Pri-

meiro temos a identidade [x1, x2]L(a, b) = [x1, x2] ◦ (a ◦ b). Como consequência de

[x1 ◦ x2, x3] = 0 obtemos [x1, x2] ◦ x3 = x1 ◦ [x2, x3]. Observe que a identidade fraca

[x1, x2] ◦ [x3, x4] = −4((x1 ◦ x3)(x2 ◦ x4)− (x1 ◦ x4)(x2 ◦ x3) = −4T̃ ,

vale para T =
(

1 2 | 3 4
)
. Com efeito, note que a identidade

[x, y, z] = 4[(y ◦ z) ◦ x− y ◦ (z ◦ x)],

para todo x, y, z ∈ K〈X〉, é válida para qualquer álgebra associativa. Como (x1 ◦ x2) é

um polinômio central para a álgebra Sl2(K), obteremos (x1 ◦ x2) ◦ x3 = (x1 ◦ x2) · x3.
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Segue que

[x1, x2] ◦ [x3, x4] = x1 ◦ [x4, x3, x2]

= 4 · x1 ◦ [(x3 ◦ x2) ◦ x4 − x3 ◦ (x2 ◦ x4)]

= 4 · x1 ◦ [(x3 ◦ x2)x4 − x3(x2 ◦ x4)]

= 2 · [x1(x3 ◦ x2)x4 − x1x3(x2 ◦ x4) + (x3 ◦ x2)x4x1 − x3(x2 ◦ x4)x1]

= 2 · [(x1x4 + x4x1)(x3 ◦ x2)− (x1x3 + x3x1)(x2 ◦ x4)]

= 4 · [(x1 ◦ x4)(x3 ◦ x2)− (x1 ◦ x3)(x2 ◦ x4)]

= −4 · [(x1 ◦ x3)(x2 ◦ x4)− (x1 ◦ x4)(x3 ◦ x2)] = −4T̃ .

Como queríamos. Agora, iremos necessitar do seguinte lema.

Lema 3.1.27 Seja T uma k = 0, 1, 2. Então valem as seguintes igualdades em R̄.

(1) Quando T é uma 0-tabela, ϕ(T ) = −2T̃ ;

(2) Quando T é uma 1-tabela, x0 ◦ ϕ(T ) = −2T̃ ;

(3) Quando T é uma 2-tabela, [x1, x0] ◦ ϕ(T ) = T̃ .

Aqui será usada a mesma notação ϕ(T ) de seu correspondente polinômio em R assim

como suas respectivas imagens em R̄.

Demonstração: A a�rmação (1) segue do que foi provado acima, ou seja, tomando a

igualdade [x1, x2] ◦ [x3, x4] = −4T̃ , obtemos que

ϕ(T ) = (1/4)[[x1, x2]([x3, x4]− [x4, x3])]

= (1/2)([x1, x2][x3, x4])

= (1/2)([x1, x2] ◦ [x3, x4]) = −2T̃ .

E assim �ca provado para (1). Para provar a a�rmação (2), observamos que da identi-

dade fraca [x1, x2]◦x3 = x1◦[x2, x3] segue a igualdade x0◦[x3, x2, x1] = [x0, x1]◦[x2, x3],

que é também uma identidade fraca para (M2(K), Sl2(K)). Tomando T sendo 1-tabela,
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segue que

x0 ◦ ϕ(T ) = (−1/4)x0 ◦ ([x2, x3, x1]− [x3, x2, x1])

= (1/2)x0 ◦ ([x3, x2, x1])

= (1/2)[x0, x1] ◦ [x2, x3]

= −2T̃ ,

donde segue a a�rmação (2). Para terminar a demonstração do lema, resta a a�rmação

(3). Tomando T 2-tabela, segue que

[x−1, x0] ◦ ϕ(T ) = (−1/4)([x−1, x0] ◦ [x2, x3]) = T̃ .

O que conclui a demonstração do lema. �

Teorema 3.1.28 As identidades (3.1), (3.2), (3.3) e (3.4) formam uma base das

∗-identidades de M2(K), onde ∗ é a involução transposta.

Demonstração: Pela Observação 3.1.23, os polinômios T̃ para T standard e m1 ≤

2 são linearmente independentes em R̄. Pelo Lema 3.1.27 temos que os polinômios

{ϕ(T ) ; T ∈ Adm} são linearmente independentes em R̄. Note que para uma 0-tabela

T , o polinômio ϕ(T ) representa matrizes escalares em M2(K); se T é uma 1-tabela,

ϕ(T ) nos fornece matrizes simétricas de traço zero, e para 2-tabela, ϕ(T ) nos fornece

matrizes antissimétricas em M2(K).

Portanto, {ϕ(T ) ; T ∈ Adm} é linearmente independente em R̄, e forma uma

base do espaço vetorial F1 ⊕ F2 ⊕ F3. Com isso concluímos o resultado. �

3.2 Involução Simplética

Nesta seção estudaremos a construção de uma base para o T∗-ideal de (M2(K), s)

com involução simplética. Aqui (s) será denotada por ∗. Lembre que a involução

simplética é dada por:  a11 a12

a21 a22

∗ =

 a22 −a12

−a21 a11

 .
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É fácil veri�car que os elementos simétricos e antissiméticos da álgebra (M2(K), ∗)

são dados por

Xi =

 a11 0

0 a11

 e Yi =

 a11 a12

a21 −a11

 ,

respectivamente.

É imediato que o polinômio

[x1, z], (3.21)

onde z é uma variável antissimétrica ou simétrica de K〈X ∪ Y 〉, é uma ∗-identidade

para M2(K). Como na seção anterior, tomaremos R a álgebra obtida por tomarmos

o quociente da álgebra livre pelo ideal das identidades com involução gerado pela

identidade (3.21). Vale lembrar que estamos trabalhando com K sendo um corpo

in�nito de característica diferente de 2.

Teorema 3.2.1 Seja K um corpo. Então as identidades polinomiais da álgebraM2(K)

com a involução simplética têm base que consiste da identidade (3.21).

Demonstração: Seja f = f(x1, x2, . . . , xl, y1, y2, . . . , ym) uma ∗-identidade paraM2(K).

Como xi é um elemento central, para todo i = 1, 2, . . . , l, então deve existir

g(y1, y2, . . . , ym), tal que

f = x1
r1x2

r2 . . . xl
rlg(y1, y2, . . . , ym)

onde r1, r2, . . . , rl são inteiros não negativos. Portanto, usando a mesma ideia do Co-

rolário 3.1.7(ii), podemos admitir que se f é uma ∗-identidade e multihomogêneo, uma

vez que K é um corpo in�nito, então ela depende somente de variáveis antissimétricas.

Por outro lado, os elementos antissimétricos de (M2(K), ∗) coincidem com os

elementos de Sl2(K), e portanto se f é uma ∗-identidade paraM2(K), então f também

é uma identidade fraca para o par (M2(K), Sl2(K)). Então, pelo Teorema 3.2 de [29],

podemos escrever f da seguinte forma:

f(y1, y2, . . . , ym) =
∑
i

αiui[vi ◦ wi, ti]ri

onde αi ∈ K, ui, ti e ri são polinômios adequados e vi e wi são comutadores de grau

≥ 2 que dependem apenas de variáveis antissimétricas. Agora observemos que

[y1, y2]∗ = −[y1, y2]
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e daí, veri�ca-se , por indução, que vi e wi também são antissimétricos. Temos ainda

(y1 ◦ y2)∗ = (1/2)(y1y2 + y1y2)∗ = (1/2)(y∗1y
∗
2 + y∗1y

∗
2) = (1/2)(y1y2 + y1y2) = y1 ◦ y2

Isto quer dizer que y1 ◦ y2 é simétrico. Este último fato conclui a demonstração. �
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Capítulo 4

Polinômios Centrais com Involução

para a Álgebra das Matrizes de

Ordem 2

Neste capítulo apresentaremos as descrições dos polinômios centrais com involu-

ção para a álgebra M2(K), resultado obtido por Brandão e Koshlukov em [9], consi-

deramos, como no capítulo 3, apenas as involuções transposta e simplética, para um

corpo K in�nito de característica diferente de 2. Para o desenvolvimento de tal estudo

recorreremos a alguns resultados desenvolvidos nos Capítulos 2 e 3.

Em todo capítulo �xaremos A = M2(K) e o produto de Jordan será de�nido por

a ◦ b = (1/2)(ab+ ba).

4.1 A Involução Transposta

Nesta seção iremos estudar os polinômios centrais para a álgebra A com a invo-

lução transposta. A involução transposta é a aplicação dada por a11 a12

a21 a22

∗ =

 a11 a21

a12 a22

 ,

e estudaremos a construção de uma base para o T∗-espaço dos polinômios ∗-centrais

da álgebra (A, ∗).
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Observe que os seguintes polinômios são ∗-centrais para a álgebra A:

y1y2; (4.1)

z1[y1y2, x]z2; (4.2)

z1[y1, y2]z2; (4.3)

z1([x1, x2][x3, x4]− [x1, x3][x2, x4] + [x1, x4][x2, x3])z2; (4.4)

z1([y1x1y2, x2]− y1y2[x2, x1])z2, (4.5)

onde os zi's são monômios em X ∪ Y .

A partir de agora vamos denotar T (M2(K), ∗) por I. Seja V o T∗-espaço de

K〈X ∪ Y 〉 gerado pelos polinômios (4.1),(4.2), (4.3), (4.4) e (4.5). O objetivo nesta

seção é mostrar que C(A, ∗) = V .

Lema 4.1.1 I ⊆ V ⊆ C(A, ∗).

Demonstração: A primeira inclusão é imediata. É su�ciente demonstrar a segunda

inclusão. Observe que V = I + V1, onde V1 é o T∗-espaço de K〈X ∪ Y 〉 gerado por

y1y2. Observe que 0 a

−a 0

 0 b

−b 0

 =

 −ab 0

0 −ab

 ∈ Z(A).

para quaisquer a, b ∈ K, e daí segue que V1 ⊆ C(A, ∗). Além disso, I ⊆ C(A, ∗). Logo,

a segunda inclusão está provada. �

Lema 4.1.2 Para todo n ≥ 1, temos y1y2 . . . y2n−1y2n ∈ V .

Demonstração: Iremos provar por indução sobre n. Para n = 1 temos um elemento

da base de V , logo é imediato. Suponhamos então que o resultado seja válido para

n ≥ 1. É de fácil veri�cação que y2n+1y2ny2n+1 é antissimétrico. Assim, substituindo

y2n por y2n+1y2ny2n+1 em y1y2 . . . y2n−1y2n ∈ V , por hipótese de indução, obteremos

y1y2 . . . y2n−1(y2n+1y2ny2n+1) ∈ V . Segue da identidade [y1, y2] que

y1y2 . . . y2n−1(y2n+1y2ny2n+1) ≡ y1y2 . . . y2n−1y2ny2n+1
2 (mod I).

Substituindo y2n+1 por y2n+1 + y2n+2, que é antissimétrico, podemos a�rmar que

y1y2 . . . y2n−1y2n(y2n+1 + y2n+2)2 ∈ V.
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Mas, este último polinômio é congruente módulo I a

y1y2 . . . y2n−1y2ny2n+1
2 + 2y1y2 . . . y2n−1y2ny2n+1y2n+2 + y1y2 . . . y2n−1y2ny2n+2

2.

Como o primeiro e o terceiro polinômios pertencem a V , então

2y1y2 . . . y2n−1y2ny2n+1y2n+2 ∈ V.

�

É importante relembrar que a relação

[a1a2 . . . an, c] =
n∑
i=1

a1 . . . ai−1[ai, c]ai+1 . . . an,

é válida para qualquer álgebra associativa (ver comentário na igualdade (1.2), Seção

1.1, Capítulo 1).

Lema 4.1.3 Todo comutador v de grau n ≥ 2 em K〈X ∪ Y 〉 pode ser representado

módulo I como uma combinação linear de produtos de comutadores das formas:

yi , [yi, xi1 , . . . , xik ], k ≥ 1 , [xi1 , . . . , xil ], l ≥ 2. (4.6)

Demonstração: Vamos usar indução no grau do comutador. Se v é um comutador de

grau 2, então v = [xi, xj], v = [xi, yj] = −[yj, xi] ou v = [yi, yj]. Como [yi, yj] ∈ I e os

demais têm uma das formas em (4.6), temos o resultado para o caso dos comutadores

com grau 2. Suponha que o resultado seja válido para comutadores de grau n ≥ 2 e

tomemos v um comutador de grau n + 1. Temos que v = [w, x] ou v = [w, y], onde w

é um comutador de grau n. Por hipótese de indução, w é uma combinação linear de

produtos w1 · · ·wm, onde cada wi tem uma das formas em (4.6). No caso v = [w, x],

observemos que

[w, x] = [w1w2 . . . wl, x] =
n∑
i=1

w1 . . . wi−1[wi, x]wi+1 . . . wl.

Como [wi, x] tem necessariamente uma das formas em (4.6), este caso está concluído.

Já no caso v = [w, y], basta observar que

[w, y] = [w1w2 . . . wl, y] = w1w2 . . . wly − yw1w2 . . . wl,

e ambos os termos do segundo membro da igualdade têm a forma desejada. �
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Pelo Lema 3.1.6, demonstrado no Capítulo 3, segue que para f ∈ B∗ e multiho-

mogêneo temos, módulo I, que f pode ser escrito como f = f1 + f2 + f3, onde f1, f2 e

f3 são combinações lineares de polinômios das seguintes forma:

u1u2 . . . u2k; u1u2 . . . u2k+1; u1u2 . . . ukw,

respectivamente, onde ui são comutadores antissimétricos de grau ≥ 1, e w é um

comutador simétrico de grau ≥ 2. Daí podemos demonstrar o próximo resultado.

Proposição 4.1.4 Seja f ∈ C(A, ∗) e ∗-próprio. Então, f ≡ f1 (mod I), onde f1 é

uma combinação linear de produtos de um número par de comutadores antissimétricos.

Além disso, f ∈ V .

Demonstração: Sejam f1, f2 e f3 como no Lema 3.1.6, demonstrado no capítulo

anterior. Pelo Lema 4.1.2, f1 ∈ V e assim f − f1 ∈ C(A, ∗). Logo f2 + f3 ∈ C(A, ∗).

Como toda matriz antissimétrica em (M2(K), ∗) tem traço zero e u1 · · ·u2n é central,

temos que f2 sempre resultará em uma matriz de traço zero em (M2(K), t), uma vez

que

(u1 · · ·u2n)u2n+1 =

 a 0

0 a

 ·
 0 −b

b 0

 =

 0 −ab

ab 0

 .

Para ver que f3 resulta em uma matriz de traço zero, basta observar que w (comutador

simétrico de grau maior ou igual a 2) possui traço zero e que o produto de uma matriz

antissimétrica por uma simétrica de traço zero é também uma matriz simétrica de traço

zero. Segue então que f2 +f3 resulta em uma matriz de traço zero, além de ser central.

Logo, f2 + f3 ∈ I, o que nós dá f ≡ f1 (mod I). Como f1 ∈ V e I ⊆ V , concluímos

que f = f1 + f2 + f3 ∈ V . �

Vamos, agora, estudar o caso geral. Para esse estudo vamos precisar dos po-

linômios hn que de�niremos a seguir. O conceito de posto, introduzido na De�nição

2.4.2, no Capítulo 2, terá uma grande importância na demonstração do resultado prin-

cipal desta seção, pois através desta de�nição obteremos uma redução para polinômios

∗-próprio e assim utilizaremos a proposição anterior.

De�nição 4.1.5 Sejam zi variáveis em X ∪ Y . De�niremos hi ∈ K〈X ∪ Y 〉 da se-

guinte forma: h1(z1, z0) = z1 ◦ z0, h2(z2, z1, z0) = z2 ◦ (z1 ◦ z0), e, indutivamente,

hn+1(zn+1, zn, . . . , z1, z0) = zn+1 ◦ hn(zn, . . . , z1, z0).
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Como (x1◦y1) é um polinômio antissimétrico, podemos facilmente concluir que se

u0 é antissimétrico e v1, . . . , vn são simétricos, então hn(vn, . . . , v1, u0) é antissimétrico,

para todo n ≥ 1.

Lema 4.1.6 Sejam x1, . . . , xn variáveis simétricas e u1, . . . , um variáveis ou comuta-

dores antissimétricos, com m par. Então,

xnxn−1 . . . x2x1u1u2 . . . um = hn(xn, xn−1 . . . , x1, u1)u2 . . . um + s,

onde s é uma soma de polinômios da forma xi1xi2 . . . xikg, onde 0 ≤ k < n e g é um

polinômio ∗-próprio. Além disso, xnxn−1 . . . x2x1u1u2 · · ·um ≡ s (mod V ).

Demonstração: Vamos usar indução sobre n. Note que

x1u1 = (1/2)[x1, u1] + (x1 ◦ u1) (4.7)

Daí x1u1 . . . um = (1/2)[x1, u1]u2 . . . um + h1(x1, u1)u2 . . . um, e como [x1, u1]u2 . . . um é

∗-próprio (podemos reordenar os termos usando a relação y1 ◦ [x, y2] = 0 válida em

I ⊆ V ) o resultado é válido para n = 1.

Suponha, agora, que o resultado seja válido para n ≥ 1, ou seja,

xnxn−1 . . . x2x1u1u2 . . . um = hn(xn, xn−1 . . . , x1, u1)u2 . . . um + s.

Multiplicando por xn+1 em ambos os membros da igualdade, obtemos

xn+1xnxn−1 . . . x2x1u1u2 . . . um = xn+1hn(xn, xn−1 . . . , x1, u1)u2 . . . um + xn+1s.

Observemos que, pela equação (4.7), temos

xn+1hn(xn, . . . , x1, u1) = (1/2)[xn+1, hn(xn, . . . , x1, u1)] + hn+1(xn+1, . . . , x1, u1).

Pela De�nição 4.1.5, hn(xn, . . . , x1, u1) é combinação linear de produtos de u1, x1, . . . , xn.

Pela igualdade

[a1a2 . . . an, c] =
n∑
i=1

a1 . . . ai−1[ai, c]ai+1 . . . an,

podemos ver que [xn+1, hn(xn, . . . , x1, u1)] é uma combinação linear de produtos nos

quais aparecem no máximo n variáveis simétricas (que estão em {x1, . . . , xn}) fora do

comutador. Assim, podemos reordenar os termos usando a relação ab = ba + [a, b]
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(se necessário) e mostramos que [xn+1, hn(xn, . . . , x1, u1)]u2 . . . um é um somatório de

produtos da forma xi1xi2 . . . xikg, onde 0 ≤ k < n+1 e g é um polinômio ∗-próprio. Ob-

servando agora que xn+1s também é um somatório de produtos da forma apresentada,

temos a primeira parte do resultado. Para obter a última parte do resultado, basta

observar que hn(xn, . . . , x1, u1)u2 . . . um ∈ V , uma vez que m é par e hn é antissimétrico

(pelo Lema 4.1.2). �

Observação 4.1.7 Relembremos a de�nição de posto de f ∈ K〈X ∪ U〉. Seja f um

polinômio multihomogêneo em K〈X ∪ Y 〉. Escrevendo

f =
∑
a

αax1
a1x2

a2 . . . xn
anga

onde ga é um polinômio ∗-próprio, de�nimos o posto de f , denotado por r(f), como

sendo a maior n-upla a = (a1, a2, . . . , an) na ordem lexicográ�ca usual. Além disso,

dizer que f é ∗-próprio equivale a dizer que r(f) = (0, 0, . . . , 0). Para maiores detalhes

ver Seção 2.4.

Teorema 4.1.8 O T∗-espaço C(A, ∗) é gerado pelos polinômios 4.1-4.5, ou seja,

C(A, ∗) = V .

Demonstração: A inclusão V ⊆ C(A, ∗) segue do Lema 4.1.1, bastando veri�car a

inclusão contrária. Seja f(x1, . . . , xl, y1 . . . , ym) ∈ C(A, ∗) multihomogêneo. Vamos

usar indução sobre o posto de f .

Se r(f) = (0, . . . , 0), então f é ∗-próprio e assim, pela Proposição 4.1.4,

f ∈ V . Suponha, então, que r(f) = (b1, b2, . . . , bl) > (0, 0, . . . , 0) e que o resultado

seja válido para todos os polinômios de posto menor que r(f). Segue que

f = αx1
b1x2

b2 · · ·xlblg +
∑
a

αax1
a1x2

a2 . . . xl
alga,

onde g e ga são polinômios ∗-próprios e a = (a1, a2, . . . , al) < r(f).

Como 1 é simétrico, temos que x1 + 1 é simétrico e daí o polinômio

f(x1+1, x2, . . . , xl, y1, . . . , ym) pertence a C(A, ∗). ComoK é in�nito, podemos conside-

rar apenas suas componentes homogêneas, que também pertencem a C(A, ∗). Tomando

a componente f (1) de grau mínimo em x1, então

f (1) = αx2
b2 . . . xl

blg +
∑
a

αax2
a2 . . . xl

alga.
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Aqui, a soma é dada sobre todo a tal que a1 = b1 (observe que se substituirmos algumas

entradas xi por 1 em ga, então ga se anulam, pois é ∗-própria).

Claramente, b > a, implica que (0, b2, . . . , bl) > (0, a2, . . . , al) onde a1 = b1. Con-

siderando agora f (1) e repetindo o procedimento anterior, podemos tomar a componente

homogênea f (2) de grau mínimo em x2:

f (2) = αx3
b3 . . . xl

blg +
∑
a

αax3
a3 . . . xl

alga,

onde a soma é dada sobre todo a tal que a1 = b1 e a2 = b2. Continuando este processo

concluiremos que g ∈ C(A, ∗), uma vez que f (l) = αg. Assim, pela Proposição 4.1.4,

g deve ser congruente, módulo I, a uma combinação linear de produtos da forma

u1u2 . . . uk, onde k é par e ui é um comutador antissimétrico de grau maior ou igual à

1. Portanto,

f ≡ v +
∑
a

αax1
a1 . . . xl

alga (mod I),

onde v é uma combinação linear de termos x1
b1x2

b2 . . . xl
blu1u2 . . . uk para k par e ui

de�nido como anteriormente. Aplicando, agora o Lema 4.1.6 e a relação ab = ba+[a, b]

(se necessário), podemos a�rmar que

x1
b1x2

b2 . . . xl
blu1u2 . . . uk ≡ s (mod V ),

com s sendo uma combinação linear de x1
c1x2

c2 . . . xl
clq para algum polinômio

∗-próprio q, ci ≤ bi para todo i e c1 + . . . + cl < b1 + . . . + bl. Portanto, f é con-

gruente, módulo V , a um polinômio f̄ , com r(f̄) < r(f). Mas como f é central,

devemos ter f̄ também central, já que

f ≡ f̄ (mod V )⇒ f − f̄ ∈ V ⊆ C(A, ∗).

Por hipótese de indução, f̄ ∈ V , donde segue que f ∈ V . �

4.2 A Involução Simplética

Nesta seção iremos estudar os polinômios centrais para a álgebra A com a invo-

lução simplética. A involução simplética é a aplicação s : A→ A, de�nida por a11 a12

a21 a22

s

=

 a22 −a12

−a21 a11

 .
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Recordemos que, com respeito a �s�, os elementos simétricos de A são as matrizes

escalares e que os antissimétricos são as matrizes de traço zero. O objetivo principal

na Seção 3.2 do Capítulo 3, foi provar que T (A, s) é gerado pelos polinômios [x1, x2] e

[x1, y1].

Denotaremos por W o Ts-espaço em K〈X ∪ Y 〉 gerado pelos polinômios:

x1 , z1[x1, x2]z2 , z1[x1, y1]z2. (4.8)

Imediatamente, T (A, s) ⊆ W ⊆ C(A, s), uma vez que todo elemento simétrico de

(A, s) é s-central e os outros dois geradores de W são s-identidades para A.

Teorema 4.2.1 O Ts-espaço C(A, s) é gerado pelos polinômios (4.8). Em outras pa-

lavras, C(A, s) = W .

Demonstração: Basta mostrar que C(A, s) ⊆ W . Seja f ∈ C(A, s), temos que

f = (1/2)(f + f s) + (1/2)(f − f s),

onde (1/2)(f + f s) é simétrico (central) e (1/2)(f − f s) é antissimétrico em K〈X ∪Y 〉.

Como f e (1/2)(f +f s) são centrais, temos que (1/2)(f −f s) deve ser também central.

Mas (1/2)(f − f s) resulta em uma matriz de traço zero, já que é antissimétrico. Logo

(1/2)(f − f s) ∈ T (A, s).

Como T (A, s) ⊆ W e (1/2)(f + f s) ∈ W , concluímos que f ∈ W . �
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Capítulo 5

Identidades Polinomiais com

Involução para a Álgebra M1,1(E)

Neste capítulo, iremos considerar a álgebra M1,1(E), com involução ∗ induzida

pela superinvolução transposta da superálgebra M1,1(K), das álgebras das matrizes de

ordem 2 sobre um corpo K, que será de�nido mais adiante. Estudaremos aqui, as ∗-

identidades polinomiais, no caso em que a característica do corpo é zero e descreveremos

um conjunto gerador para o ideal das ∗-identidades polinomiais desta álgebra.

Consideraremos ainda a álgebra das matrizes de ordem n sobre a álgebra de

Grassmann E, denotada por Mn(E), provando que para uma certa classe de involu-

ções de�nidas sobre ela, qualquer ∗-identidade polinomial é uma identidade polinomial

ordinária, e um resultado semelhante vale para a álgebra Mk,l(E). Tal resultado foi

obtido por Di Vincenzo e Koshlukov em [16].

Em todo o capítulo, K〈X ∪ Y 〉 denotará a álgebra livre com involução sobre K

gerado pelos conjuntos das variáveis simétricas X e das variáveis antissimétricas Y .

Além disso, (a ◦ b) = ab+ ba denotará o produto de Jordan.

5.1 Introdução

Nesta seção veremos alguns resultados que serão úteis no decorrer do capítulo.

Este estudo foi baseado no artigo [24].

De�nição 5.1.1 Dizemos que A é uma superálgebra se A for uma álgebra
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Z2-graduada, ou seja, A = A0 ⊕ A1 e AiAj ⊆ Ai+j para quaisquer i, j ∈ Z2.

Observação 5.1.2 Segue da de�nição que se A = A0 ⊕A1 é uma superálgebra, então

A0 é uma subálgebra(não graduada) de A.

Se a ∈ Ai, então a é homogêneo de grau i, e escrevemos |a| = i. Os elementos

de A0 são chamados pares e os elementos de A1 são chamados ímpares. Além disso,

uma superálgebra é dita ser simples, se A2 6= 0 e não possui ideal (graduado) próprio.

Seguem alguns exemplos de superálgebra.

Observação 5.1.3 Dizemos que I é um ideal graduado de uma álgebra graduada A,

se I é uma álgebra graduada e I ∩ Ai = Ii, para i = 0, 1.

Exemplo 5.1.4 Qualquer álgebra A tem uma estrutura natural de superálgebra com

A0 = A e A1 = 0. Essa superálgebra é chamada trivial.

Exemplo 5.1.5 A R-álgebra dos números complexos C = R + Ri é uma superálgebra

com C0 = R e C1 = Ri.

Exemplo 5.1.6 Seja V = V0 ⊕ V1 uma espaço vetorial. Então, é fácil veri�car que a

álgebra associativa End(V ) possui uma Z2-graduação End(V ) = End(V )0⊕End(V )1,

em que

End(V )i = {ϕ ∈ End(V ) ; ϕ(Vj) ⊆ Vj+i}, para todo i, j ∈ Z2

Assim,

End(V0)0 ⊆ V0, End(V1)0 ⊆ V1, End(V0)1 ⊆ V1, End(V1)1 ⊆ V0

Supondo que dimV0 = n ≥ 1 e dimV1 = m ≥ 1, onde n + m = dimV ,

podemos traduzir em linguagem de matrizes. Considerando β0 = {v1, v2, . . . , vn} e

β1 = {vn+1, vn+2, . . . , vn+m} bases para os subespaços vetoriais V0 e V1, respectiva-

mente, teremos β = β0 ∪ β1 uma base para o espaço V . Assim, tomando ϕ ∈ End(V ),

pelo que foi argumentando acima, teremos ϕ0 ∈ (End(V ))0 e ϕ1 ∈ (End(V ))1 tais que

ϕ = ϕ0 + ϕ1, e consequentemente podemos observar que para cada elemento da base β

teremos

ϕ(vi) = ϕ0(vi) + ϕ1(vi)

= (a1,iv1 + . . .+ an,ivn) + (an+1,ivn+1 + . . .+ an+m,ivn+m).
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Caso vi ∈ β0, teremos que ϕ0(vi) ∈ V0 e ϕ1(vi) ∈ V1; caso contrário ϕ0(vi) ∈ V1 e

ϕ1(vi) ∈ V0, para todo i ∈ {1, 2, . . . , n + m}. Obtemos assim a superálgebra Mn,m(K),

cujos elementos são matrizes quadradas de ordem n + m e a sua Z2-graduação é de-

terminada do seguinte modo:

Mn,m(K)0 =


A 0

0 D

 ; A ∈Mn(K), D ∈Mm(K)

 e

Mn,m(K)1 =


0 B

C 0

 ; B ∈Mn×m(K), C ∈Mm×n(K)


De�nição 5.1.7 Seja A uma superálgebra associativa. Uma superinvolução sobre

A é uma aplicação linear Z2-graduada ∗ : A→ A que satisfaz:

(i) (a∗)∗ = a, para todo a ∈ A;

(ii) (ab)∗ = (−1)|a||b|b∗a∗, para todo elementos Z2-homogêneos a, b de Z2-grau |a| e

|b|, respectivamente.

Observação 5.1.8 Se ∗ é uma superinvolução sobre A, então a restrição de ∗ para

A0 é uma involução sobre A0. Além disso, é fácil veri�car que 1∗ = 1.

Segue alguns exemplos de superinvolução.

Exemplo 5.1.9 Seja V = V0 ⊕ V1 um espaço vetorial, onde dimV0 = n ≥ 1 e

dimV1 = m ≥ 1. Seja (, ) uma forma bilinear superssimétrica não degenerada sobre V ,

isto é, a restrição de (, ) a V0 é simétrica, e a restrição de (, ) a V1 é antissimétrica

(em particular, m par, para maiores detalhes ver [25], Capítulo 10), e V0 e V1 são

ortogonais. O endomor�smo adjunto ϕ∗ de ϕ ∈ End(V ) é de�nido por:

(ϕ(v), w) = (−1)|ϕ||w|(v, ϕ∗(w)).

Podemos veri�car que a aplicação ϕ → ϕ∗ de�ne uma superinvolução sobre

End(V ), o qual é chamado de superinvolução ortosimplética e denotaremos por

�osp�.

Podemos traduzir em linguagem de matrizes. Seja H ∈Mn(K) (respectivamente,

Q ∈Mm(K)) a matriz associada com a restrição de (, ) para V0 (respectivamente, para

V1). Note que H é uma matriz simétrica, Q é antissimétrica, e claramente H e Q são
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invertíveis. Assim, para uma base apropriada, é fácil veri�car que a superinvolução

ortosimplética sobre Mn,m(K) é dada por A B

C D

osp

=

 H 0

0 Q

−1 A −B

C D

t H 0

0 Q

 ,

onde �t� denota a aplicação transposta usual de matriz , H é uma matriz diagonal e

Q =

 0 J

−J 0

, com J =



0 0 . . . 0 1

0 0 . . . 1 0
...

...
. . .

...
...

0 1 . . . 0 0

1 0 . . . 0 0


m
2
×m

2

.

Exemplo 5.1.10 Podemos considerar a superálgebra Mn,n(K). De�na a aplicação

trp : Mn,n(K)→Mn,n(K) da seguinte forma:A B

C D

trp

=

Dt −Bt

Ct At

 .

É fácil veri�car que a aplicação de�nida acima é uma superinvolução que chamaremos

de superinvolução transposta, onde �t� denota a matriz transposta usual.

Nesta seção iremos considerar ◦ e � um par de superinvoluções de�nidos sobre as

superálgebras A e B, respectivamente. Então a aplicação ∗ de�nida sobre

R = A⊗̂B = (A0 ⊗B0)⊕ (A1 ⊗B1),

tal que (a⊗ b)∗ = a◦ ⊗ b� é uma involução sobre R.

Exemplo 5.1.11 Dada uma superálgebra A = A0 ⊕ A1, consideramos o produto ten-

sorial E ⊗ A. A subálgebra

E(A) = E0 ⊗ A0 + E1 ⊗ A1 (5.1)

de E ⊗ A é chamado envelope de Grassmann da superálgebra A.

Exemplo 5.1.12 Dada uma álgebra Z2-graduada A = A0 ⊕ A1, de�nimos

M1,1(A) =


a b

c d

 ; a, d ∈ A0, b, c ∈ A1


É imediato que M1,1(A) é uma subálgebra de M2(A). Tomando agora os subespaços
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M1,1(A)0 =


a 0

0 d

 ; a, d ∈ A0

 e M1,1(A)1 =


0 b

c 0

 ; b, c ∈ A1


de M1,1(A), temos M1,1(A) = M1,1(A)0 ⊕M1,1(A)1 e M1,1(A)iM1,1(A)j ⊆ M1,1(A)i+j,

para quaisquer i, j ∈ Z2. Assim, esta decomposição de�ne uma Z2-graduação em

M1,1(A). É fácil veri�car que

M1,1(A) ' (M1,1(K)0 ⊗ A0)⊕ (M1,1(K)1 ⊗ A1).

Teorema 5.1.13 ([24]) As únicas duas superinvoluções sobreM1,1(K) são trp e (trp)p,

onde p é o automor�smo de M1,1(K) dado por p(a0 + a1) = a0 − a1 (o automor�smo

paridade).

Demonstração: Seja ∗ uma superinvolução em M1,1(K), e seja {E11, E12, E21, E22} a

base canônica de M1,1(K). Observe que dado um X ∈M1,1(K)0 idempotente, teremos

que a 0

0 d

 =

a 0

0 d

2

=

a2 0

0 d2

 ,

logo a2 = a e d2 = d. Segue daí que 0 = 02×2 e 1 = 12×2, para E11 e E22 são os únicos

elementos pares idempotentes deM1,1(K). Além disso, se E é idempotente, então E∗ é

também idempotente, uma vez que 0∗ = 0, 1∗ = 1. Para E11 e E22, existem exatamente

duas possibilidades:

(I) E∗11 = E11, E
∗
22 = E22;

(II) E∗11 = E22, E
∗
22 = E11.

Podemos escrever em ambos os casos,

E∗12 = xE12 + yE21 e E∗21 = zE12 + tE21,

para x, y, z, t ∈ K.

Impondo as condições necessárias para ser uma superinvolução, obtemos:

E12 = E∗∗12 = (xE12 + yE21)∗

= xE∗12 + yE∗21

= x(xE12 + yE21) + y(zE12 + tE21)

= x2E12 + xyE21 + yzE12 + ytE21

= (x2 + yz)E12 + (x+ t)yE21, (5.2)
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e

E21 = E∗∗21 = (zE12 + tE21)∗

= zE∗12 + tE∗21

= z(xE12 + yE21) + t(zE12 + tE21)

= zxE12 + zyE21 + tzE12 + t2E21

= (x+ t)zE12 + (zy + t2)E21. (5.3)

Além disso, no caso (I) temos:

E11 = E∗11 = (E12E21)∗

= (−1)E∗21E
∗
12

= (−1)(zE12 + tE21)(xE12 + yE21)

= (−1)(zyE11 + txE22) (5.4)

E22 = E∗22 = (E21E12)∗

= (−1)E∗12E
∗
21

= (−1)(xE12 + yE21)(zE12 + tE21)

= (−1)(xtE11 + yzE22). (5.5)

Utilizando as equações (5.2) e (5.3), obtemos o seguinte sistema:

x2 + yz = 1

xy + ty = 0

xz + tz = 0

zy + t2 = 1

. (5.6)

Segue das equações (5.4) e (5.5) que zy = −1 e tx = 0. Substituindo zy por −1 na

primeira e na última equação do sistema (5.6) obtemos x2 = t2 = 2. Por �m podemos

multiplicar a segunda e a terceira equações do sistema (5.6) e chegaremos que −4 = 0,

o que é um absurdo, uma vez que a característica do corpo é zero.

No caso (II) temos:

E11 = E∗22 = (−1)(xtE11 + yzE22), (5.7)

e

E22 = E∗11 = (−1)(zyE11 + txE22). (5.8)
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Segue das equações (5.7) e (5.8) que xt = −1 e zy = 0. Substituindo zy por 0 na

primeira e na última equações do sistema (5.6), obtemos x = ±1, t = ∓1 e como y = 0

ou z = 0, observe que

0 = 0∗ = (E21E21)∗

= −E∗21E
∗
21

= −(zE12 ∓ E21)(zE12 ∓ E21)

= ±z(E11 + E22)

Assim, z = 0, e analogamente obtemos y = 0. Logo, existem duas possibilidades para

a superinvolução ∗:a b

c d

∗ =

d −b
c a

 e

a b

c d

∗ =

 d b

−c a


Claramente, no primeiro caso ∗ = trp é a superinvolução transposta e no segundo caso

∗ = (trp)p é a composição de trp com o automor�smo paridade. �

Nesta seção iremos ainda fazer um breve estudo das álgebras supercomutativas,

observando que elas estão fortemente relacionadas com a álgebra de Grassmann. Co-

mecemos com a de�nição de álgebra supercomutativa e alguns exemplos.

De�nição 5.1.14 Dizemos que uma álgebra Z2-graduada S = S0⊕S1 é supercomuta-

tiva se ab = (−1)ijba para quaisquer a ∈ Sie b ∈ Sj.

De acordo com esta de�nição, dizer que S é uma álgebra supercomutativa equivale

a dizer que S0 ⊆ Z(S) e ab = −ba para quaisquer a, b ∈ S1.

Exemplo 5.1.15 A álgebra de Grassmann (ou álgebra exterior), com sua Z2-graduação

natural E = E0 ⊕ E1 é um exemplo de álgebra supercomutativa.

Exemplo 5.1.16 Se S = S0 ⊕ S1 é uma álgebra supercomutativa e A é uma álgebra

comutativa qualquer, então A⊗ S é uma álgebra supercomutativa. Para ver isto basta

observar que a decomposição A⊗ S = (A⊗ S0)⊕ (A⊗ S1), de�ne uma Z2-graduação

em A⊗ S e que A⊗ S0 ⊆ Z(A⊗ S) e xy = −yx para quaisquer x, y ∈ A⊗ S1.
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Considerando a álgebra

M1,1(E) =


a b

c d

 ; a, d ∈ E0 e b, c ∈ E1

 ,

claramente M1,1(E) é uma subálgebra de M2(E). A partir disso, de�nimos

Mk,l(E) =


A B

C D

 ; A ∈Mk(E0), D ∈Ml(E0), B ∈Mk×l(E1), C ∈Ml×k(E1)


e utilizando mesmo argumento feito no Exemplo 5.1.12, é fácil veri�car que Mk,l(E) é

uma subálgebra de Mk+l(E) e que

Mk,l(E) ' E(Mk,l(K)) = (Mk,l(K)0 ⊗ E0)⊕ (Mk,l(K)1 ⊗ E1). (5.9)

Pela equação (5.1), Mk,l(E) é um envelope de Grassmann de Mk,l(K) = Mk+l(K).

Assim, se de�nirmos superinvolução α e β sobreMk+l(K) e E, respectivamente, teremos

que a involução γα,β de�nida sobre Mk+l(E) induz uma involução em Mk,l(E).

Para terminar essa seção introdutória, podemos considerar a aplicação

φ : (M1,1(E), ∗) → (M1,1(E), �)a b

c d

 → φ

a b

c d

 =

d c

b a


onde ∗ = ∗(trp)p,idE e � = �trp,idE são involuções induzidas sobre M1,1(E) pelo pares

((trp)p, idE) e (trp, idE) de superinvoluções de�nida sobreM2(K) e E, respectivamente.

Pode-se observar facilmente que é uma transformação linear bijetiva e bem de�nida,

bastando observar que φ(E11) = E22, φ(E12) = E21, φ(E21) = E12 e φ(E22) = E11.

Assim segue que φ é a única transformação linear bijetiva com está propriedade. Além

disso, temos

φ

a b

c d

∗ = φ

d −b
c a


=

 a c

−b d


=

d c

b a

�

= φ

a b

c d

�
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Segue por este argumento que φ é um isomor�smo de álgebras com involução,

ou seja, (M1,1(E), ∗) ' (M1,1(E), �). Portanto, estas duas álgebras com involução

satisfazem o mesmo T∗-ideal.

5.2 Identidades com Involução sobre Mn(E) e Mk,l(E)

Seja (A, ∗) umaK-álgebra associativa com involução ∗. Diremos que um elemento

a é um elemento ∗-homogêneo de A se a ∈ A+ ∪ A−, então colocaremos |a|∗ = 0, se

a ∈ A− e |a|∗ = 1, quando a ∈ A+. Aqui 0, 1 ∈ Z2.

Observação 5.2.1 (i) Se a, b são elementos ∗-homogêneos de A, então o comutador

[a, b] = ab − ba é também ∗-homogêneo de A. Mais precisamente,

|[a, b]|∗ = |a|∗ + |b|∗. Mais geralmente, podemos observar que

[A+, A+] + [A−, A−] ⊆ A− e [A+, A−] + [A−, A+] ⊆ A+

(ii) De mesma maneira, se a, b são elementos ∗-homogêneos de A, então o produto

de Jordan a ◦ b = (ab + ba) é também ∗-homogêneo de A. Mais precisamente,

|a ◦ b|∗ = |a|∗ + |b|∗ + 1. Mais geralmente, podemos observar que

A+ ◦ A+ + A− ◦ A− ⊆ A+ e A+ ◦ A− + A− ◦ A+ ⊆ A−

Considere agora L um espaço vetorial de dimensão in�nita sobre K e seja E

a álgebra de Grassmann gerada por L. Consideremos primeiramente as involuções

de Mn(E) ∼= Mn(K) ⊗ E induzida pelo par (α, β) de superinvoluções de�nidas sobre

Mn(K) e E, respectivamente. Assim, se m =
∑
Eijmij ∈ Mn(E), onde Eij ∈ Mn(K)

é uma matriz canônica e mij ∈ E, de�nimos γ(m) =
∑
α(Eij)β(mij). Antes de

relacionar as ∗-identidades das álgebras Mn(E) e Mk,l(E) em uma certa classe de

álgebras, iremos demonstrar o seguinte resultado.

Proposição 5.2.2 Seja γ = γα,β a involução induzida sobre Mn(E) pelo par (α, β) de

superinvoluções de�nidas sobre Mn(K) e E, respectivamente. Se L é invariante sobre a

ação de β, então qualquer ∗-PI de (Mn(E), γ) é trivial, isto é, f(x1, . . . , xl, y1, . . . , ym)

pertence a T∗(Mn(E), γ) se, e somente se, f(x1, . . . , xl+m) ∈ T (Mn(E)).
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Demonstração: Sendo charK = 0, podemos mostrar o resultado apenas para o

espaço dos polinômios multilineares. Tomando L = L−1 ⊕ L1, onde os subespaços L1

e L−1 são autoespaços associados à aplicação linear β. Mais precisamente,

L1 = {v ∈ L ; vβ = v} e L−1 = {v ∈ L ; vβ = −v}.

Assuma, primeiramente, que L1 possua dimensão in�nita. Fixemos uma base

B = {e1, e2, . . .} de L1 dada por elementos simétricos em (E, β) e seja

E ′ = {ei1ei2 . . . eiq ; q ∈ N, i1 < i2 < · · · < iq} a base da álgebra de Grassmann

E ′ gerada por L1. Claramente, Mn(E) e Mn(E ′) satisfazem as mesmas identidades

polinomiais. Assim, é su�ciente provar que f(x1, · · · , xl+m) ∈ T (Mn(E ′)).

Portanto, se B é uma base de R = Mn(E ′), precisaremos considerar o homomor-

�smo

S : K〈X〉 → R

de�nido por S(xi) = ri ∈ B, para todo i ∈ N. Podemos assumir que ri = siwi, onde

wi ∈ E ′ e si ∈ Bn, onde Bn é alguma base deMn(K) dada por elementos α-homogêneos

de Mn(K). Observe que qualquer elemento w = ei1ei2 . . . eiq de E ′ é β-homogêneo em

E. Mais precisamente:

|ei1ei2 · · · eiq |β :=

1, se q ≡ 0, 1 (mod 4)

0, se q ≡ 2, 3 (mod 4)

(5.10)

Segue que qualquer ri é γ-homogêneo e |ri|γ = 1 + |si|α + |wi|β. Como L1 tem

dimensão in�nita, da equação (5.10), podemos tomar a1, a2, · · · , al+m ∈ E ′ de compri-

mento 4 e al+1, al+2, . . . , al+m de comprimento 2, tais que qualquer elemento ej ∈ B

ocorrendo em a1a2 . . . al+m não aparece na expressão wi, para todo i = 1, . . . , l +m, e

além disso, |ai|β = 1 + |ri|γ para i = 1, . . . , l e |ai|β = |ri|γ para i = l+ 1, . . . , l+m, ou

seja, r1a1, . . . , rlal são elementos simétricos e rl+1al+1, . . . , rl+mal+m são antissimétricos

em (Mn(E), γ). Portanto,

f(r1, . . . , rl+m)a1a2 . . . al+m = f(r1a1, . . . , rl+mal+m) = 0.

Segue que f(r1, . . . , rl+m) = 0, como desejado.
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Analogamente, podemos supor que L−1 tem dimensão in�nita, e usando método

análogo obtemos o seguinte sistema de equação:

|ei1ei2 . . . eiq |β :=

1, se q ≡ 0, 3 (mod 4)

0, se q ≡ 1, 2 (mod 4)

(5.11)

e o resultado segue, como no caso de L1. Como a reciproca é imediata, concluímos a

demonstração. �

Observação 5.2.3 O resultado anterior não é válido se charK = p > 0, bastando

considerar a involução β induzida sobre E pela aplicação identidade de L. Neste caso,

L1 = L e ei1ei2 · · · eiq é antissimétrico se, e somente se, q ≡ 2, 3 (mod 4). Portanto,

yp é uma identidade polinomial de (E, β), mas xp 6∈ T (E).

Com efeito, se charK = p > 0, podemos considerar uma involução ∗ induzida

sobre E por uma aplicação identidade de um espaço vetorial L e, pelo que foi demons-

trado anteriormente, ei1ei2 . . . eiq é antissimétrico se, e somente se, q ≡ 2, 3 (mod 4).

Além disso, observe que 1 6∈ E−. Assim, se w ∈ E−, então w =
∑r

i=1 αibi, com αi ∈ K

e bi é um elemento da base de E−. Daí wp =
∑

1≤i1,...,ip≤r αi1 . . . αipbi1 . . . bip.

Se r < p, então para cada termo bi1 . . . bip pelo menos dois dos bi's são iguais.

Portanto, bi1 . . . bip = 0, e teremos wp = 0.

Se r ≥ p, então

wp =
∑

1≤i1,...,ip≤r

αi1 . . . αipbi1 . . . bip

=
∑

1≤i1≤...≤ip≤r

αi1 . . . αip
∑
σ∈Sp

biσ(1) . . . biσ(p)

= 0

Uma vez que, ∑
σ∈Sp

xiσ(1) . . . xiσ(p)

é uma identidade para E ′ quando charK = p > 0 (Para maiores detalhes ver [15], pág.

42). Logo, yp = 0 é uma ∗-identidade para a álgebra (E, ∗), quando ∗ = IdE. Porém,

não é identidade para E, bastando observar que 1pE = 1E.
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Pelo que foi mencionado na expressão (5.9), temos que Mk,l(E) ∼= Mk,l(K)⊗̂E,

onde Mk,l(K) é a álgebra Mk+l(K) com a estrutura de superálgebra de�nida no Exem-

plo 5.1.6. Sejam α uma involução de Mk,l(K) e β uma involução de�nida sobre E.

Assumimos que:

1. α preserva as componentes Z2-graduadas de Mk,l(K).

2. O espaço vetorial L é invariante sobre a ação de β.

Sob estas condições, a involução γα,β de Mk+l(E), induz uma involução sobre

Mk,l(E) ⊆Mk+l(E). Além disso, usando argumentos análogos aos da prova da Propo-

sição 5.2.2, obtemos o seguinte resultado.

Proposição 5.2.4 Seja γ = γα,β a involução induzida sobre Mk,l(E) pelo par (α, β)

de involuções de�nidas sobre Mk+l(K) e E, respectivamente. Se α e β satisfazem as

condições (1) e (2) anteriormente de�nidas, então γ induz uma involução sobreMk,l(E)

e qualquer identidade de Mk,l(E) é trivial, ou seja,f(x1, . . . , xl, y1, . . . , ym) pertence a

T∗(Mk,l(E), γ) se, e somente se, f(x1, . . . , xl+m) ∈ T (Mk,l(E)).

Demonstração: Basta tomar Bk+l alguma base de Mk,l(K), dada por elementos α-

homogêneos de Mk,l(K), e repetir todo argumento. �

5.3 Um Ideal de ∗-Identidades para (M1,1(E), ∗)

Nesta seção determinaremos algumas ∗-identidades naturais que a álgebra

(M1,1(E), ∗) munida da involução ∗ satisfaz e consideraremos o T∗-ideal I gerado por

essas identidades. Consideraremos a involução ∗ = ∗(trp)p,idE , onde (trp)p é a supe-

rinvolução transposta composta com o automor�smo paridade sobre a superálgebra

M1,1(K) e IdE a superinvolução identidade sobre E.

No decorrer do capítulo, consideraremos a álgebra R = M1,1(E) e a involução ∗

de�nida sobre ela por a b

c d

∗ =

 d b

−c a

 .
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É fácil veri�car que os subespaços dos elementos simétricos e antissimétricos de

R serão dados por

R+ =


a b

0 a

 ; a ∈ E0, b ∈ E1

 e R− =


a 0

b −a

 ; a ∈ E0, b ∈ E1

 ,

respectivamente. Portanto, os seguintes polinômios são ∗-identidades polinomiais de

R:

[x1, x2]; (5.12)

y1y2y3 − y3y2y1; (5.13)

[y1, y2][y3, y4]. (5.14)

A proposição seguinte tem uma lista de identidades polinomiais que são satisfeitas

por (R, ∗). Sua veri�cação não é tão simples quanto as ∗-identidades (5.12), (5.13) e

(5.14), por isso foram listado separadamente. Mais precisamente temos o seguinte

resultado:

Proposição 5.3.1 Os seguintes polinômios pertencem ao ideal T∗(R):

(i) [x1, y1, y2, y3]− 2(y1 ◦ y2)[x1, y3];

(ii) [y1, y2]x1[y3, y4] + [y3, y4]x1[y1, y2];

(iii) 2y1[x1, y2, y3] + [x1, y1, y2, y3] + [y1, y2][x1, y3] + [y1, y3][x1, y2] + [y2, y3][x1, y1];

(iv) 2[y1, y2]y3[x1, y4] + [y1, y2][x1, y3, y4];

(v) [x1, y1][x2, y2] + [x1, y2][x2, y1];

(vi) [x1, y1][x2, y2, y3]− [x1, y2, y1][x2, y3];

(vii) [y1, y2][x1, y3][x2, y4]−[y1, y4][x1, y2][x2, y3]−[y2, y3][x1, y1][x2, y4]+[y3, y4][x1, y1][x2, y2].

Demonstração: É su�ciente avaliar as indeterminadas xi, yi sobre os elementos:

Xi =

αi βi

0 αi

 e Yi =

ai 0

ci −ai


que são elementos simétricos e antissimétricos de R, respectivamente.
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Note que,

[Yi, Yj] =

ai 0

ci −ai

aj 0

cj −aj

−
aj 0

cj −aj

ai 0

ci −ai


=

 aiaj 0

ciaj − aicj aiaj

−
 ajai 0

cjai − ajci ajai


=

 0 0

2(ciaj − aicj) 0



Yi ◦ Yj =

ai 0

ci −ai

aj 0

cj −aj

+

aj 0

cj −aj

ai 0

ci −ai


=

 aiaj 0

ciaj − aicj aiaj

+

 ajai 0

cjai − ajci ajai


=

2aiaj 0

0 2aiaj



[Xi, Yj] =

αi βi

0 αi

aj 0

cj −aj

−
aj 0

cj −aj

αi βi

0 αi


=

αiaj + βicj −βiaj
αicj −αiaj

−
ajαi ajβi

cjαi cjβi − ajαi


=

βicj −2βiaj

0 βicj


Sendo Eij as matrizes elementares de M2(K), temos que

[Yi, Yj] = 2(ciaj − aicj)E21,

Yi ◦ Yj = 2aiaj(E11 + E22) = 2aiajI2

e [Xi, Yj] = βicj(E11 + E22)− 2βiajE12 = βicjI2 − 2βiajE12.

Segue por indução sobre n ≥ 1, que

[X1, Y1, . . . , Yn] = (−2)n−1β1a1 . . . an−1cn(E11 + E22) + (−2)nβ1a1 . . . anE12
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Agora, através de contas, basta veri�car que todos os polinômios listados no enunciado

da proposição são realmente ∗-identidades polinomiais para R. Iremos aqui veri�car

apenas a ∗-identidade (iii) e o restante segue de veri�cações análogas. Seja

A = 2Y1[X1, Y2, Y3] + [X1, Y1, Y2, Y3] + [Y1, Y2][X1, Y3] + [Y1, Y3][X1, Y2] + [Y2, Y3][X1, Y1]

Observe que

2Y1[X1, Y2, Y3] = 2

a1 0

c1 −a1

(−2)β1a2c3 4β1a2a3

0 (−2)β1a2c3


= 2

(−2)β1a1a2c3 4β1a1a2a3

2β1a2c1c3 −4β1a2a3c3 + 2β1a1a2c3

 ;

[Yi, Yj][Xl, Yk] =

 0 0

2(ciaj − aicj) 0

βlck −2βlak

0 βlck


=

 0 0

2(ciajβlck − aicjβlck) −4(ciajβlak − aicjβlak)

 .
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Consequentemente,

A =

(−4)β1a1a2c3 8β1a1a2a3

4β1a2c1c3 −8β1a2a3c1 + 4β1a1a2c3

+

4β1a1a2c3 −8β1a1a2a3

2β1a2c1c3 4β1a1a2c3


+

 0 0

2(c1a2β1c3 − a1c2β1c3) −4(c1a2β1a3 − a1c2β1a3)


+

 0 0

2(c1a3β1c2 − a1c3β1c2) −4(c1a3β1a2 − a1c3β1a2)


+

 0 0

2(c2a3β1c1 − a2c3β1c1) −4(c2a3β1a1 − a2c3β1a1)


=

 0 0

4β1a2c1c3 −8(β1a2a3c1 − β1a1a2c3)


+

 0 0

2(c1a2β1c3 − a1c2β1c3) −4(c1a2β1a3 − a1c2β1a3)


+

 0 0

2(c1a3β1c2 − a1c3β1c2) −4(c1a3β1a2 − a1c3β1a2)


+

 0 0

2(c2a3β1c1 − a2c3β1c1) −4(c2a3β1a1 − a2c3β1a1)

 .

Daí,

A =

 0 0

4β1a2c1c3 −8(β1a2a3c1 − β1a1a2c3)


+

 0 0

2(−β1a2c1c3 + β1a1c2c3) −4(−β1a2a3c1 + β1a1a3c2)


+

 0 0

2(−β1a3c1c2 − β1a1c2c3) −4(−β1a2a3c1 + β1a1a2c3)


+

 0 0

2(β1a3c1c2 − β1a2c1c3) −4(−β1a1a3c2 + β1a1a2c3)

 =

0 0

0 0


Concluí-se que o polinômio (iii) é uma ∗-identidade para a álgebra R. �

Denotaremos por I o T∗-ideal gerado pelos polinômios (5.12), (5.13), (5.14) e pelos
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polinômios listados na Proposição 5.3.1. O nosso objetivo principal neste capítulo é

provar o seguinte teorema.

Teorema 5.3.2 O T∗-ideal das ∗-identidades polinomiais da álgebra com involução

(R, ∗) é gerado, como T∗-ideal, pelos polinômios (5.12), (5.13), (5.14) e pelos polinô-

mios listados na Proposição 5.3.1. Em outras palavras, I = T∗(R).

Antes de provarmos tal teorema, deduziremos algumas consequências dos gera-

dores de I. Para nos referirmos a essas consequências com facilidade, iremos dividi-las

em vários lemas. Denotaremos por (−1)ρ o sinal da permutação ρ ∈ Sn.

Lema 5.3.3 Para toda permutação σ, τ ∈ Sn, o ideal I contém o polinômio

[xσ(1), yτ(1)] . . . [xσ(n), yτ(n)]− (−1)στ [x1, y1] . . . [xn, yn].

Demonstração: Como [x, y] é um elemento simétrico para quaisquer x ∈ X e y ∈ Y ,

pela ∗-identidade (5.12) teremos que

[xσ(1), yτ(1)] . . . [xσ(n), yτ(n)] ≡ [x1, yσ−1(τ(1))] . . . [xn, yσ−1(τ(n))] (mod I)

Observando, agora, pelo item (v) da Proposição 5.3.1, temos

[xσ(1), yτ(1)] . . . [xσ(n), yτ(n)] ≡ [x1, yσ−1(τ(1))] . . . [xn, yσ−1(τ(n))] (mod I)

≡ (−1)σ
−1τ [x1, y1] . . . [xn, yn] (mod I)

Ou seja,

[xσ(1), yτ(1)] . . . [xσ(n), yτ(n)] ≡ (−1)στ [x1, y1] . . . [xn, yn] (mod I)

uma vez que (−1)σ
−1τ = (−1)στ . Disso, segue o resultado. �

Lema 5.3.4 O ideal I contém o polinômio

[x1, yσ(1), . . . , yσ(n), yn+1]− [x1, y1, . . . , yn, yn+1],

para qualquer permutação σ ∈ Sn.
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Demonstração: Sabemos que [x, y] é um elemento simétrico, para quaisquer x ∈ X

e y ∈ Y . Assim é su�ciente mostrar que I contém o polinômio

[x1, y1, y2, y3]− [x1, y2, y1, y3].

Pela identidade (i) da Proposição 5.3.1, módulo I, temos que

[x1, y1, y2, y3] ≡ 2(y1 ◦ y2)[x1, y3] = 2(y2 ◦ y1)[x1, y3] ≡ [x1, y2, y1, y3],

de onde segue o resultado desejado. �

Observação 5.3.5 Em toda álgebra associativa A vale a identidade

[a1, a2 ◦ a3] = [a1, a2] ◦ a3 + a2 ◦ [a1, a3],

para quaisquer a1, a2, a3 ∈ A. De fato, basta observar que

[a1, a2 ◦ a3] = a1(a2 ◦ a3)− (a2 ◦ a3)a1

= a1(a2a3 + a3a2)− (a2a3 + a3a2)a1

= [a1, a2a3] + [a1, a3a2]

= a2[a1, a3] + [a1, a2]a3 + a3[a1, a2] + [a1, a3]a2

= [a1, a2] ◦ a3 + a2 ◦ [a1, a3].

Lema 5.3.6 O seguinte polinômio

2y2[x1, y1] + 2y1[x1, y2] + [x1, y1, y2] + [x1, y2, y1]

é um elemento de I.

Demonstração: Sabemos que y1 ◦ y2 é um elemento simétrico. Pela Observação 5.3.5

e a ∗-identidade (5.12), tem-se:

[x1, y1] ◦ y2 + y1 ◦ [x1, y2] = [x1, y1 ◦ y2] ∈ I

Observe ainda, pela igualdade ab = ba+ [a, b] válida para qualquer álgebra associativa,

temos que:

[x1, y1]y2 = [x1, y1, y2] + y2[x1, y1]

e [x1, y2]y1 = [x1, y2, y1] + y1[x1, y2].
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Logo,

2y2[x1, y1] + 2y1[x1, y2] + [x1, y1, y2] + [x1, y2, y1] =

= y2[x1, y1] + y1[x1, y2] + [x1, y1]y2 + [x1, y2]y1

= [x1, y1]y2 + y2[x1, y1] + y1[x1, y2] + [x1, y2]y1

= [x1, y1] ◦ y2 + y1 ◦ [x1, y2] = [x1, y1 ◦ y2] ∈ I,

donde segue o resultado. �

Lema 5.3.7 O ideal I contém o polinômio

4y1y2[x1, y3]− 2[y1, y2][x1, y3]− [x1, y1, y2, y3].

Demonstração: Seja f = 4y1y2[x1, y3]− 2[y1, y2][x1, y3]− [x1, y1, y2, y3]. Então,

f = 4y1y2[x1, y3]− 2(y1y2 − y2y1)[x1, y3]− [x1, y1, y2, y3]

= 4y1y2[x1, y3]− 2y1y2[x1, y3] + 2y2y1[x1, y3]− [x1, y1, y2, y3]

= 2y1y2[x1, y3] + 2y2y1[x1, y3]− [x1, y1, y2, y3]

= 2(y1y2[x1, y3] + y2y1[x1, y3])− [x1, y1, y2, y3]

= 2(y1 ◦ y2)[x1, y3]− [x1, y1, y2, y3],

donde o resultado segue da ∗-identidade (i) da Proposição 5.3.1. �

Lema 5.3.8 O seguinte polinômio pertence a I:

[y2, y3][x1, y1, y4]− [y1, y3][x1, y2, y4] + [y1, y2][x1, y3, y4].

Demonstração: Segue da ∗-identidade (iv) da Proposição 5.3.1, módulo I, que

[y2, y3][x1, y1, y4] = −2[y2, y3]y1[x1, y4],

[y1, y3][x1, y2, y4] = −2[y1, y3]y2[x1, y4],

[y1, y2][x1, y3, y4] = −2[y1, y2]y3[x1, y4].
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Colocando f = [y2, y3][x1, y1, y4]− [y1, y3][x1, y2, y4] + [y1, y2][x1, y3, y4] segue, módulo I,

que

f = −2([y2, y3]y1[x1, y4]− [y1, y3]y2[x1, y4] + [y1, y2]y3[x1, y4])

= −2([y2, y3]y1 − [y1, y3]y2 + [y1, y2]y3)[x1, y4]

= −2(y2y3y1 − y3y2y1 − y1y3y2 + y3y1y2 + y1y2y3 − y2y1y3)[x1, y4]

= −2(y2y3y1 − y1y3y2 − y3y2y1 + y1y2y3 + y3y1y2 − y2y1y3)[x1, y4].

Pela ∗-identidade (5.13), temos que f ∈ I, e daí segue o resultado. �

Lema 5.3.9 O ideal I contém o polinômio

[y1, y4][x1, y3, y2]−[y1, y4][x1, y2, y3]+[y2, y3][x1, y4, y1]−[y1, y3][x1, y2, y4]+[y1, y2][x1, y3, y4].

Demonstração: Seja f o polinômio descrito acima. Aplicando o Lema 5.3.8 nas duas

últimas parcelas módulo I, obtemos

f = [y1, y4][x1, y3, y2]− [y1, y4][x1, y2, y3] + [y2, y3][x1, y4, y1]− [y2, y3][x1, y1, y4].

Segue da identidade de Jacobi, que:

f = [y1, y4]([x1, y3, y2]− [x1, y2, y3]) + [y2, y3]([x1, y4, y1]− [x1, y1, y4])

= [y1, y4][x1, [y3, y2]] + [y2, y3][x1, [y4, y1]]

= [y1, y4]x1[y3, y2]− [y1, y4][y3, y2]x1 + [y2, y3]x1[y4, y1]− [y2, y3][y4, y1]x1

= ([y1, y4]x1[y3, y2] + [y2, y3]x1[y4, y1])− [y1, y4][y3, y2]x1 − [y2, y3][y4, y1]x1.

O resultado segue aplicando a ∗-identidade (5.14) e o item (ii) da Proposição 5.3.1. �

5.4 Os Geradores de Γl,m(I)

Consideraremos nesta seção o espaço vetorial Γl,m(I) de todos os polinômios

∗-próprios multilineares nas variáveis x1, . . . , xl e y1, . . . , ym na álgebra relativamente

livre K〈X ∪ Y 〉/I (para maiores detalhes ver Seção 2.4, Capítulo 2) e �xaremos um

conjunto de geradores de cada um desses espaços.
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Inicialmente, estudaremos o espaço Γ0,m(I), ou seja, consideraremos os polinômios

f(y1, . . . , ym) dependendo apenas de variáveis antissimétricas.

Observação 5.4.1 Em todo o texto, o sinal de circun�exo sobre uma variável signi-

�cará que a variável correspondente é omitida da expressão. Além disso, se f ∈ Γl,m,

denotaremos o elemento correspondente de Γl,m(I) da mesma forma.

Lema 5.4.2 O espaço Γ0,m(I) é gerado pelos polinômios

y1 . . . ym e y1 . . . ŷi . . . ym−1[yi, ym]

para todo i = 1, . . . ,m.

Demonstração: Observe, inicialmente, que

[yi, yj]yk[ya, yb] = [yi, yj, yk][ya, yb] + yk[yi, yj][ya, yb].

Pela ∗-identidade [y1, y2][y3, y4] e sabendo que [yi, yj] é um elemento antissimétrico,

temos que [yi, yj]yk[ya, yb] ∈ I.

Como consequência, para qualquer permutação σ ∈ Sn, obtemos que

yiσ(1) . . . yiσ(n) [ya, yb] = yi1 . . . yin [ya, yb] (mod I).

Observe ainda que os polinômios do tipo

[yi, yj] ◦ yk = (yiyj − yjyi) ◦ yk

= (yiyjyk − yjyiyk + ykyiyj − ykyjyi)

= (yiyjyk − ykyjyi − yjyiyk + ykyiyj)

são consequência da ∗-identidade y1y2y3 − y3y2y1.

Por outro lado, considerando o polinômio f = ym[ya, yb] + ya[yb, ym]− yb[ya, ym],

temos que

f = ymyayb − ymybya + yaybym − yaymyb − ybyaym + ybymya

= ymyayb − ybyaym − ymybya + yaybym − yaymyb + ybymya

e assim é uma consequência do gerador y1y2y3 − y3y2y1. Portanto, pela ∗-identidade

[y1, y2][y3, y4] e y1y2y3 − y3y2y1, o espaço Γ0,m(I) é gerado pelos monômios da forma

y1 . . . ym e y1 . . . ŷa . . . ŷb . . . ym[ya, yb], onde 1 ≤ a < b ≤ m.
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�

Podemos agora assumir que o número l de variáveis simétricas envolvidas em nos-

sos polinômios ∗-próprios é não nulo e tais variáveis aparecem apenas nos comutadores

de comprimento ≥ 2 (ver De�nição 2.4.1, Capítulo 2). Além disso, módulo I, eles

comutam, pelo gerador [x1, x2].

Considerando o comutador [y1, . . . , yk, x] e aplicando a identidade de Jacobi, pode-

mos escrever este comutador como uma combinação linear de comutadores começando

com a variável x. De fato, observe inicialmente que pela identidade de Jacobi

[y1, y2, x] = −[x, y1, y2] + [x, y2, y1]. (5.15)

Tomando agora o comutador [y1, . . . , yk, x], obtemos

[y1, . . . , yk, x] = [y1, . . . , yk−1, yk, x] = −[x, [y1, . . . , yk−1], yk] + [x, yk, [y1, . . . , yk−1]]

= [y1, . . . , yk−1, x, yk] + [[x, yk], [y1, . . . , yk−1]].

Sabendo que [x, yk] é um elemento simétrico, temos que o resultado segue por indução

sobre k.

Sabe-se que [x, y] é simétrico e [y1, y2] é antissimétrico. Assim, podemos assumir

que qualquer comutador não nulo [r1, r2, . . . , rh] ∈ K〈X ∪ Y 〉/I, onde os elementos

ri ∈ X∪Y , possui no máximo uma variável simétrica x. Para isto basta usar o gerador

[x1, x2] e observar que o comutador [x1, y1, . . . , yk, x2] ∈ I. Por isso, podemos assumir

que [r1, r2, . . . , rh] = [x, yi1 , . . . , yih−1
], para alguma variável simétrica x e variáveis

antissimétricas yi1 , . . . , yih−1
. Caso o número de variáveis simétricas seja maior que o

número de variáveis antissimétricas, teremos que em algum comutador terá duas ou

mais variáveis simétricas. Portanto, obtemos que

Γl,m(I) = {0}, para todo l > m ≥ 0. (5.16)

Similarmente temos:

Lema 5.4.3 O espaço Γl,l(I) é gerado pelo polinômio [x1, y1] . . . [xl, yl].

Demonstração: Claramente, pelo que foi argumentado anteriormente, teremos que

qualquer elemento de Γl,l(I) é combinação linear de polinômios do tipo
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[xσ(1), yτ(1)] . . . [xσ(l), yτ(l)], onde σ, τ ∈ Sl. Pelo Lema 5.3.3, temos que

[xσ(1), yτ(1)] · · · [xσ(n), yτ(n)]− (−1)στ [x1, y1] · · · [xn, yn] (mod I),

para quaisquer σ, τ ∈ Sl, donde segue o resultado. �

De�nimos, agora, alguns polinômios especiais para o espaço Γl,m. Sendo

m = k + l com k ≥ 0, para alguma permutação σ ∈ Sk+l, de�niremos os seguinte

polinômios:

pσ = [x1, yσ(1), . . . , yσ(k+1)][x2, yσ(k+2)] . . . [xl, yσ(k+l)].

Se m = l + 1, para σ ∈ Sl+1, de�nimos também o polinômio:

fσ = yσ(1)[x1, yσ(2)][x2, yσ(3)] . . . [xl, yσ(l+1)].

Se m = l + k > l + 1, para σ ∈ Sl+k, de�nimos o polinômio:

gσ = [yσ(1), yσ(2)][x1, yσ(3), . . . , yσ(k+1)][x2, yσ(k+2)] . . . [xl, yσ(k+l)].

Nos próximos resultados determinaremos um conjunto de geradores do espaço

Γl,m(I), para m = k + l com k ≥ 0.

Lema 5.4.4 Sejam l > 0 e k ≥ 2, então:

(i) O espaço Γl,l+1(I) é gerado pelos polinômios pσ e fτ , para σ, τ ∈ Sl+1.

(ii) O espaço Γl,l+k(I) é gerado pelos polinômios pσ e gτ , para σ, τ ∈ Sl+k.

Demonstração: Considerando m ≥ l + 1, todo elemento do espaço Γl,m(I) é uma

combinação linear de polinômios c1c2 . . . cn (n ≥ l), onde cada ci é uma variável an-

tissimétrica y ou um comutador do tipo [x, yi1 , . . . , yih ], com x ∈ X e yi1 , . . . , yih ∈ Y .

Pela igualdade

[x, yi1 , . . . , yih ]y = [x, yi1 , . . . , yih , y] + y[x, yi1 , . . . , yih ],

obtemos que qualquer elemento de Γl,m(I) é uma combinação linear de polinômios

wc′1c
′
2 . . . c

′
l, onde w = yβ(1)yβ(2) . . . yβ(t) é um monômio de grau t ≥ 0, nas variáveis

antissimétricas e qualquer

c′i = [xρ(i), yβ(t+h1+...+hi−1+1), . . . , yβ(t+h1+...+hi)]
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é um comutador de comprimento hi+1 ≥ 2, para algumas permutações ρ ∈ Sl, β ∈ Sm
e para algumas (l + 1)-uplas de inteiros (t, h1, . . . , hl).

Como [x1, x2] ∈ I e c′i = [xρ(i), yβ(t+h1+...+hi−1+1), . . . , yβ(t+h1+...+hi)] é um elemento

simétrico, podemos assumir que ρ(i) = i, para todo i = 1, . . . , l. Além disso, pela

identidade (vi) da Proposição 5.3.1, podemos assumir que hi = 1, para i ≥ 2. Em

outras palavras, o espaço Γl,m(I) é gerado pelos polinômios do tipo

Pt,β = yβ(1) . . . yβ(t)[x1, yβ(t+1), . . . , yβ(m−l+1)][x2, yβ(m−l+2)] . . . [xl, yβ(m)],

onde 0 ≤ t ≤ m− l e β ∈ Sm.

Se m = l + 1, então t ∈ {0, 1}. Segue que P0,β = pβ ou P1,β = fβ, e assim está

provado o item (i).

Vamos agora provar (ii), sendo neste caso m ≥ l + 2. Denotamos por Wm o

subespaço de Γl,m(I) gerado pelos polinômios pσ e gτ , para σ, τ ∈ Sm. Provaremos por

indução sobre m, a quantidade de variáveis simétricas, que Γl,m(I) = Wm. Observamos

inicialmente que Wm é um Sm-submódulo de Γl,m(I) com respeito a ação natural do

grupo simétrico Sm pela permutação das variáveis antissimétricas y1, . . . , ym. Por isso,

é su�ciente mostrar que Wm contém os polinômios Pt,id, para quaisquer 1 ≤ t ≤ m− l.

Caso m = l + 2, deveremos ter os polinômios

P0,id = [x1, y1, y2, y3][x2, y4] . . . [xl, ym]

P1,id = y1[x1, y2, y3][x2, y4] . . . [xl, ym]

P2,id = y1y2[x1, y3][x2, y4] . . . [xl, ym]

Observe que P0,id = pid, P1,id ∈ Wm pela identidade (iii) da Proposição 5.3.1, e

P2,id ∈ Wm resulta diretamente do Lema 5.3.7.

Por hipótese de indução, suponha que todo polinômios Pt,id, com

m − 1 = l + (k − 1) ≥ l + 2, seja combinações lineares dos polinômios pσ e gτ , para

σ, τ ∈ Sl+k−1, deveremos provar que o mesmo ocorre quando m = l + k > l + 2,

tome Pt,id = y1y2 . . . yt[x1, yt+1, . . . , ym−l+1][x2, ym−l+2] . . . [xl, ym], por hipótese de in-

dução em m, temos que os polinômios Pt,id são combinações lineares dos seguintes

polinômios:

(1) y1[x1, yσ(2), . . . , yσ(k+1)][x2, yσ(k+2)] . . . [xl, yσ(l+k)];
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(2) y1[yτ(2), yτ(3)][x1, yτ(4), . . . , yτ(k+1)][x2, yτ(k+2)] . . . [xl, yτ(l+k)],

para permutações σ, τ agindo sore o conjunto {2, . . . , n}.

Observe que os polinômios (1) e (2) estão em Wm. Para (1), basta aplicar a

identidade (iii) da Proposição 5.3.1. Já para (2), como da prova do Lema 5.4.2, temos

que [y1, y2] ◦ y3 ∈ I, para qualquer variáveis antissimétricas y1, y2, y3 ∈ Y , segue assim

que

y1[yτ(2), yτ(3)] = −[yτ(2), yτ(3)]y1 (mod I),

e pela identidade (iv) da Proposição 5.3.1, temos o resultado. �

No próximo resultado examinaremos mais precisamente o conjunto gerador do

espaço Γl,l+1(I).

Proposição 5.4.5 O espaço Γl,l+1(I) é gerado pelos polinômios

• f = y1[x1, y2] . . . [xl, yl+1];

• p1 = [x1, y1, y2][x2, y3] . . . [xl, yl+1];

• pi = [x1, yi, y1][x2, y2] . . . [xi, yi+1] . . . [xl, yl+1] para i = 2, . . . , l + 1.

Demonstração: De acordo com o Lema 5.4.4, o espaço Γl,l+1(I) é gerado pelo polinô-

mios:

pσ = [x1, yσ(1), yσ(2)][x2, yσ(3)] . . . [xl, yσ(l+1)]

fτ = yτ(1)[x1, yτ(2)][x2, yτ(3)] . . . [xl, yτ(l+1)].

Pelo Lema 5.3.3, podemos assumir, módulo I, que σ(2) < · · · < σ(l + 1) e

τ(2) < · · · < τ(l + 1) e assim os geradores do espaço Γl,l+1(I) são f, pi (i ≥ 1) e

os polinômios

yj[x1, y1] . . . [xj, yj+1] . . . [xl, yl+1], para j > 1 (5.17)

Além disso, pelo Lema 5.3.6, o polinômio yj[x1, y1] é uma combinação linear de y1[x1, yj],

[x1, y1, yj] e [x1, yj, y1]. Para �nalizar a demonstração da proposição, basta observar

que (5.17) é uma combinação linear de polinômios do tipo

• y1[x1, yj][x2, y2] . . . [xj, yj+1] . . . [xl, yl+1]
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• [x1, y1, yj][x2, y2] . . . [xj, yj+1] . . . [xl, yl+1] = [x1, y1, y2][x2, y3] . . . [xj, yj+1] . . . [xl, yl+1]

• [x1, yj, y1][x2, y2] . . . [xj, yj+1] . . . [xl, yl+1]

Como queríamos demonstrar. �

Agora, assumindo m = l + k ≥ l + 2 e considerando os subespaços Ul,m e Vl,m de

Γl,m(I) gerado pelos polinômios pσ e gτ , respectivamente, para σ, τ ∈ Sm, ou seja,

Ul,m = 〈[x1, yσ(1), . . . , yσ(k+1)][x2, yσ(k+2)] . . . [xl, yσ(k+l)] ; σ ∈ Sm〉,

Vl,m = 〈[yσ(1), yσ(2)][x1, yσ(3), . . . , yσ(k+1)][x2, yσ(k+2)] . . . [xl, yσ(k+l)] ; σ ∈ Sm〉.

Pelo Lema 5.4.4, temos:

Γl,m(I) = Ul,m + Vl,m, (m ≥ l + 2). (5.18)

Segue diretamente dos Lemas 5.3.4 e da identidade (v) da Proposição 5.3.1 o seguinte

resultado:

Proposição 5.4.6 O espaço Ul,m é gerado pelos polinômios

P(j1,...,jl) = [x1, yi1 , . . . , yik , yj1 ][x2, yj2 ] . . . [xl, yjl ],

onde {1, . . . ,m} = {i1, . . . , ik} ∪ {j1, . . . , jl}, m = k + l, i1 < . . . < ik e j1 < . . . < jl.

Agora consideramos o espaço Vl,m. Começaremos com o caso l = 1 e portanto

m ≥ 3, já que m ≥ l + 2.

Lema 5.4.7 O espaço V1,m é gerado pelos polinômios:

(1) G = [y1, ym][x1, y2, . . . , ym−1];

(2) G2;(i,j) = [y1, yi][x1, y2, . . . , ŷi, . . . , ŷj, . . . , ym, yj], (2 ≤ i < j ≤ m);

(3) G3;(i) = [y2, yi][x1, y3, . . . , ŷi, . . . , ym, y1], (3 ≤ i ≤ m).

Demonstração: Seja V o subespaço de V1,m gerado pelos polinômios (1), (2) e (3)

e seja gσ = [yσ(1), yσ(2)][x1, yσ(3), . . . , yσ(m−1), yσ(m)] um gerador para V1,m. Provaremos

que gσ ∈ V . Podemos assumir que σ(1) < σ(2). Pelo Lema 5.3.4, podemos reordenar
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as variáveis yσ(3), . . . , yσ(m−1), então podemos assumir que σ(3) < . . . < σ(m− 1). Daí,

1 ∈ {σ(1), σ(3), σ(m)}.

Suponha que 1 = σ(m). Então gσ = [y2, yi][x1, . . . , ŷi, . . . , y1] = G3;(i) ∈ V , ou

gσ = [yi, yj][x1, y2, . . . , ŷi, . . . , ŷj, . . . , y1], com 3 ≤ i < j ≤ m. Neste último caso, pelo

Lema 5.3.4, podemos assumir que

gσ = [yi, yj][x1, . . . , ŷi, . . . , ŷj, . . . , y2, y1],

e usando o Lema 5.3.8, obtemos que gσ é uma combinação linear dos polinômios

[y2, yi][x1, . . . , ŷi, . . . , y1] e [y2, yj][x1, . . . , ŷj, . . . , y1], ambos os polinômios são do tipo

(3). Em resumo, se σ(m) = 1, então gσ ∈ V .

De modo análogo, para o caso 1 = σ(3), o polinômio [yi, yj][x1, y1, . . . , ŷi, . . . , ŷj, . . . , yσ(m)]

é igual a [yi, yj][x1, . . . , ŷi, . . . , ŷj, . . . , y1, yσ(m)], e é combinação linear dos polinômios

[y1, yi][x1, . . . , ŷi, . . . , yσ(m)] e [y1, yj][x1, . . . , ŷj, . . . , yσ(m)].

Resta considerar o caso σ(1) = 1. É su�ciente provar que

[y1, yi][x1, . . . , ŷi, . . . , yσ(m)] ∈ V.

Claramente o resultado é verdadeiro para m = 3. Então podemos assumir que

m ≥ 4 e usaremos um argumento de indução reversa sobre σ(m). Se σ(m) = m,

então o polinômio é da forma G2,(i,m) um elemento de V , pois a condição i < σ(m) é

satisfeita. Assumimos que o resultado seja válido para qualquer valor σ(m) ≥ j + 1 e

consideremos o polinômio

g = [y1, yi][x1, . . . , ŷi, . . . , yj].

Obviamente se i < j nada a fazer, pois g = G2,(i,j) ∈ V . Daí, considere i > j e seja

h = σ(m− 1).

Se j > h, então, pela nossa suposição sobre σ, obtemos que i = m, j = m − 1 e

h = m− 2, neste caso g = [y1, ym][x1, y2, . . . , ym−1] = G, o primeiro gerador de V .

Se j < h, então, pelo Lema 5.3.9,

[y1, yi][x1, . . . , yh, yj] = [y1, yi][x1, . . . , yj, yh]− [yj, yh][x1, . . . , yi, y1]

+ [y1, yh][x1, . . . , yj, yi]− [y1, yj][x1, . . . , yh, yi] (mod I).
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Observe agora que a última parcela da soma anterior é um polinômio da formaG2,(i,j) de

V , a segunda parcela é um elemento de V , basta observar o argumento para σ(m) = 1

e as demais parcelas da soma pertencem a V , por hipótese de indução. �

Agora, consideraremos o espaço Vl,m, para l ≥ 2. Portanto m = l+ k ≥ l+ 2 ≥ 4

e Vl,m é gerado pelos polinômios

gσ = [yσ(1), yσ(2)][x1, yσ(3), . . . , yσ(k+1)][x2, yσ(k+2)] . . . [xl, yσ(l+k)],

onde σ ∈ Sl+k.

Neste próximo resultado, descreveremos um conjunto de geradores lineares redu-

zido para o espaço Vl,m.

Proposição 5.4.8 O espaço Vl,m(m = l + k, com l ≥ 2 e k ≥ 2) é gerado pelos

seguintes polinômios:

(1) G = [y1, yk+1][x1, y2, . . . , yk][x2, yk+2] . . . [xl, yl+k];

(2) G2;(j1,...,jl+1) = [y1, yj1 ][x1, yi1 , . . . , yik−2
, yj2 ][x2, yj3 ] . . . [xl, yjl+1

]

onde 2 ≤ j1 < . . . < jl+1 ≤ m e 2 ≤ i1 < . . . < ik−2 ≤ m;

(3) G3;(j1,...,jl) = [y2, yj1 ][x1, yi1 , . . . , yik−2
, y1][x2, yj2 ] . . . [xl, yjl ]

onde 3 ≤ j1 < . . . < jl ≤ m e 3 ≤ i1 < . . . < ik−2 ≤ m;

(4) G4;(j1,...,jl−1) = [y2, yik−1
][x1, yi1 , . . . , yik−2

, y1][x2, yj1 ] . . . [xl, yjl−1
]

onde 3 ≤ j1 < . . . < jl−1 ≤ m e 3 ≤ i1 < . . . < ik−1 ≤ m com j1 < ik−1.

Demonstração: Seja W o subespaço de Vl,m gerado pelos polinômios (1), (2), (3) e

(4), de�nidos acima. Escrevendo n = k + 1 e, para algum conjunto A ⊆ {1, . . . ,m} de

cardinalidade n, seja VA o subespaço de Vl,m gerado pelos polinômios gσ(de�nido antes

do Lema 5.4.4) tal que σ(i) ∈ A para todo i = 1, 2, . . . , n. Provaremos que VA ⊆ W

para qualquer conjunto A.

Seja A = {a1, . . . , an} e B = {b1, . . . , bn} um par de subconjuntos onde

a1 < . . . < an e b1 < . . . < bn. Diremos que A ≤ B se (a1, . . . , an) ≤ (b1, . . . , bn),

na ordem lexicográ�ca. Então, provaremos que VA ⊆ W por indução sobre o conjunto

A. Consideremos, primeiramente, A = {1, . . . , n}.
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Se gσ ∈ VA então, pelo Lema 5.3.3, podemos assumir que σ(n+ 1) < . . . < σ(m),

isto é,

gσ = [yσ(1), yσ(2)][x1, yσ(3), . . . , yσ(n)][x2, yn+1] . . . [xl, ym]

Pelo Lema 5.4.7, o polinômio [yσ(1), yσ(2)][x1, yσ(3), . . . , yσ(n)] é escrita, módulo I,

como combinação linear dos polinômios:

• G = [y1, yn][x1, y2, . . . , yn−1]

• G2;(i,j) = [y1, yi][x1, y2, . . . , ŷi, . . . , ŷj, . . . , yn, yj], (2 ≤ i < j ≤ n)

• G3;(i) = [y2, yi][x1, y3, . . . , ŷi, . . . , yn, y1], (3 ≤ i ≤ n)

Segue que gσ é uma combinação linear de geradores deW e obtemos que V{a1,...,an} ⊆ W .

Utilizando o princípio de indução sobre o conjunto A, comparando os n elementos

de cada conjunto. Podemos supor agora que A 6= {1, . . . , n} e assumindo que VB ⊆ W

para qualquer B < A. Se gσ ∈ VA então, como argumentamos anteriormente, podemos

assumir que σ(n+1) < . . . < σ(m). Portanto, se 1 6∈ A, então 1 = σ(n+1). Aplicando

o Lema 5.3.3 ao polinômio

[[x1, yσ(3), . . . , yσ(n−1)], yσ(n)][x2, y1][x3, yσ(n+2)] . . . [xl, yσ(m)],

e observando que o comutador [x1, yσ(3), . . . , yσ(n−1)] é simétrico, obteremos

gσ = −[yσ(1), yσ(2)][x1, yσ(3), . . . , yσ(n−1), y1][x2, yσ(n)][x3, yσ(n+2)] . . . [xl, yσ(m)]

Isto quer dizer que gσ ∈ VB, para algum subconjunto B < A, por hipótese de indução,

gσ ∈ W .

Agora consideremos o caso em que 1 ∈ A. Seja A = {1, a2, . . . , an}, então pelos

Lemas 5.4.7 e 5.3.3, qualquer elemento de VA, módulo I, será combinação linear dos

polinômios:

(α) [y1, yan ][x1, ya2 , . . . , yan−1 ][x2, yb1 ] . . . [xl, ybl−1
]

(β) [y1, yai ][x1, ya2 , . . . , yan , yaj ][x2, yb1 ] . . . [xl, ybl−1
], com 2 ≤ i < j ≤ n

(γ) [ya2 , yai ][x1, ya3 , . . . , yan , y1][x2, yb1 ] . . . [xl, ybl−1
], com 3 ≤ i ≤ n,
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onde b1 < . . . < bl−1 e {1, . . . ,m} = {1, a2, . . . , an} ∪ {b1, . . . , bl−1}. Consideraremos

separadamente cada um destes polinômios.

caso α:

g = [y1, yan ][x1, ya2 , . . . , yan−1 ][x2, yb1 ] . . . [xl, ybl−1
].

Se an−1 > b1, então pelo Lema 5.3.3,

g = −[y1, yan ][x1, ya2 , . . . , yb1 ][x2, yan−1 ] . . . [xl, ybl−1
].

Isto implica que g ∈ VB, para algum B = {1, a2, . . . , an−2, b1} < A. Por hipótese de

indução, g ∈ W .

Se an−1 < b1, então an−1 = n − 1, uma vez que an−1 < an é menor que os bi's,

assim

g = [y1, yan ][x1, y2, . . . , yn−1][x2, yb1 ] . . . [xl, ybl−1
].

Claramente, podemos assumir que an > n, caso contrário g = G é o gerador (1)

de W . Segue que b1 = n e pela identidade (vii) da Proposição 5.3.1, obtemos que

g − g2 − g3 + g4 ∈ I, onde:

• g2 = [y1, yn][x1, y2, . . . , yan ][x2, yn−1] . . . [xl, ybl−1
],

• g3 = [yan , yn−1][x1, y2, . . . , y1][x2, yn] . . . [xl, ybl−1
],

• g4 = [yn−1, yn][x1, y2, . . . , y1][x2, yan ] . . . [xl, ybl−1
].

Logo, podemos escrever, módulo I, g = g2 + g3 − g4. Mas

g2 = −[y1, yn][x1, y2, . . . , yn−1][x2, yan ] . . . [xl, ybl−1
],

Logo, g2 e g4 são elementos de V{1,...,n} ⊆ W . Além disso, pelo Lema 5.3.4,

g3 = [yan , yn−1][x1, y3, . . . , y2, y1][x2, yn] . . . [xl, ybl−1
].

Portanto, usando a identidade do Lema 5.3.8, obtemos que

g3 = ([yan , y2][x1, y3, . . . , yn−1, y1] + [y2, yn−1][x1, y3, . . . , yan , y1])[x2, yn] . . . [xl, ybl−1
].

Observemos que o primeiro termo da soma é um gerador de W do tipo (4) e o segundo

é do tipo (3). Isto conclui o caso α.
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caso β:

g = [y1, yai ][x1, ya2 , . . . , yan , yaj ][x2, yb1 ] . . . [xl, ybl−1
], com 2 ≤ i < j ≤ n.

Se aj < b1, então g é um gerador de W do tipo (2).

Se aj > b1, então pelo Lema 5.3.3,

g = −[y1, yai ][x1, ya2 , . . . , yan , yb1 ][x2, yaj ] . . . [xl, ybl−1
], com 2 ≤ i < j ≤ n

isto implica que g ∈ VB, para B = {1, a2, . . . , aj−1, b1, aj+1, . . . , an} < A e, por hipótese

de indução, g ∈ W .

caso γ:

g = [ya2 , yai ][x1, ya3 , . . . , yan , y1][x2, yb1 ] . . . [xl, ybl−1
], com 3 ≤ i ≤ n.

Se ai < b1, então b1 ≥ 3 e 2 ∈ A, podemos considerar que a2 = 2, uma vez que

a1 < a2 < . . . < an e, assim, g é um gerador de W do tipo (3).

Agora, se ai > b1 e assumindo que a2 > b1, isto é, b1 = 2. Pela identidade (vii)

da Proposição 5.3.1, obteremos h1 − h2 − h3 + g ∈ I, onde:

• h1 = [y1, y2][x1, ya3 , . . . , yan , ya2 ][x2, yai ] . . . [xl, ybl−1
];

• h2 = [y1, yai ][x1, ya3 , . . . , yan , y2][x2, ya2 ] . . . [xl, ybl−1
];

• h3 = [y2, ya2 ][x1, ya3 , . . . , yan , y1][x2, yai ] . . . [xl, ybl−1
].

Logo, podemos escrever g = −h1 + h2 + h3. Claramente, h1, h3 ∈ VB, para B =

{1, 2, a2, . . . , âi, . . . , an} < A e similarmente h2 ∈ VB1 , para B1 = {1, 2, a3, . . . , an} < A.

Consequentemente, por hipótese de indução, h1, h2, h3 ∈ W .

A última possibilidade a ser considerada é a2 < b1, além de termos ai > b1. Neste

caso, b1 ≥ 3 e a2 = 2, daí

g = [y2, yai ][x1, ya3 , . . . , yan , y1][x2, yb1 ] . . . [xl, ybl−1
].

Se i = n, então g é um polinômio gerador de W do tipo (4).

Se i 6= n, então usando mais uma vez a identidade (vii) da Proposição 5.3.1,

obteremos H1 − H2 − H3 + g ∈ I, consequentemente podemos escrever

g = −H1 +H2 +H3, onde:
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• H1 = [y1, yb1 ][x1, ya3 , . . . , yan , y2][x2, yai ] . . . [xl, ybl−1
];

• H2 = [y1, yai ][x1, ya3 , . . . , yan , yb1 ][x2, y2] . . . [xl, ybl−1
];

• H3 = [yb1 , y2][x1, ya3 , . . . , yan , y1][x2, yai ] . . . [xl, ybl−1
].

Observe que H1, H3 ∈ VB, para B = {1, 2, a3, . . . , âi, b1, . . . , an} < A. Logo, por

hipótese de indução, H1, H3 ∈ W . Além disso, pela identidade (v), Proposição 5.3.1,

podemos escrever H2 da seguinte maneira:

H2 = −[y1, yai ][x1, ya3 , . . . , yan , y2][x2, yb1 ] . . . [xl, ybl−1
].

Pelo Lema 5.3.9, podemos escrever H2, módulo I, como combinação linear dos polinô-

mios:

• q1 = [y1, yai ][x1, ya3 , . . . , y2, yan ][x2, yb1 ] . . . [xl, ybl−1
];

• q2 = [y2, yan ][x1, ya3 , . . . , yai , y1][x2, yb1 ] . . . [xl, ybl−1
];

• q3 = [y1, yan ][x1, ya3 , . . . , y2, yai ][x2, yb1 ] . . . [xl, ybl−1
];

• q4 = [y1, y2][x1, ya3 , . . . , yan , yai ][x2, yb1 ] . . . [xl, ybl−1
].

Utilizando o Lema 5.3.3, teremos que

q1 = −[y1, yai ][x1, ya3 , . . . , y2, yb1 ][x2, yan ] . . . [xl, ybl−1
].

Assim, q1 ∈ VC , para C = {1, 2, a3, . . . , an−1} ∪ {b1}. De modo análogo, teremos que

q3, q4 ∈ VC1 , para C1 = {1, 2, a3, . . . , âi, . . . , an−1}∪{b1}. Como C,C1 < A, por hipótese

de indução, q1, q3, q4 ∈ W .

Por �m, pelo Lema 5.3.4, teremos que

q2 = [y2, yan ][x1, ya3 , . . . , yan−1 , y1][x2, yb1 ] . . . [xl, ybl−1
].

o qual é um gerador de W do tipo (4). Donde segue o resultado. �
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5.5 A Independência Linear dos Geradores de Γl,m(I)

Nesta seção provaremos que os geradores do espaço Γl,m(I), obtidos na seção

anterior, são realmente um conjunto linearmente independente, módulo T∗(R). A �m

de demonstrar tal resultado, precisaremos de um modelo conveniente para a álgebra

relativamente livre na variedade das álgebras com involução gerada por (R, ∗).

Construiremos, de forma natural, uma álgebra livre na classe de todas as álge-

bras supercomutativas. Tome Θ = {θ1, θ2, . . .} e Υ = {t1, t2, . . .} conjuntos disjuntos

enumeráveis de indeterminadas e de�na K〈Θ∪Υ〉 a álgebra associativa livre com uni-

dade, gerada por Θ∪Υ sobre o corpo K e induzimos nela uma Z2-graduação impondo

deg(θ) = 0 para θ ∈ Θ, e deg(t) = 1, para t ∈ Υ (para maiores detalhes ver [4]).

Munida de tal Z2-graduação, K〈Θ∪Υ〉 é chamada de álgebra Z2-graduada livre. Se I

é o ideal gerado pelos elementos xy − (−1)deg(x)·deg(y)yx, para x, y ∈ Θ ∪ Υ, de�nimos

a álgebra supercomutativa livre, denotada por S = K[Θ; Υ], como sendo a álgebra

quociente

S = K[Θ; Υ] = K〈Θ ∪Υ〉/I,

e denotaremos pelas mesmas letras t, θ, as imagens das variáveis t, θ em S. Observe

que podemos ver a álgebra supercomutativa livre como sendo a álgebra dos polinômios

nas variáveis de Θ e de Υ, tais que as variáveis Θ são centrais e as de Υ anticomutam

entre si.

Proposição 5.5.1 Sejam Θ = {θ1, . . . , θl},Υ = {t1, . . . , tm} e A = A0 ⊕ A1 uma

álgebra supercomutativa qualquer. Dados quaisquer a1, . . . , al ∈ A0 e b1, . . . , bm ∈ A1,

existe um único homomor�smo ϕ : S → A tal que ϕ(θi) = ai e ϕ(tj) = bj, para todo

i = 1, . . . , l e j = 1, . . . ,m. Além disso, se m = l isto é equivalente a dados quaisquer

c1, c2, . . . , cm ∈ A (não necessariamente homogêneos) existe um único homomor�smo

homogêneo ϕ : S → A de álgebras Z2-graduadas tal que ϕ(θi + ti) = ci, para todo

i = 1, 2, . . .m.

Demonstração: Ver [5]. �

De�nição 5.5.2 S = K[Θ; Υ] é chamada álgebra supercomutativa livre sobre K nos

conjuntos enumeráveis de variáveis comutativas de Θ e anticomutativas de Υ.
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Então, podemos considerar a álgebra

M1,1(S) =


 a b

c d

 ; a, d ∈ S0, b, c ∈ S1

 .

É fácil veri�car que a aplicação ∗ de�nida por a b

c d

∗ =

 d b

−c a


é uma involução sobre M1,1(S). Finalmente, para i ≥ 1, podemos considerar em

M1,1(S) as matrizes

Xi =

 ui ζi

0 ui

 e Yi =

 vi 0

ηi −vi


onde ui = t2i−1, vi = t2i, ζi = θ2i−1 e ηi = θ2i.

Seja D a subálgebra de M1,1(S) gerada por estas matrizes genéricas. Uma vez

que as matrizes Xi são elementos simétricos e Yi são antissimétricos com respeito à

involução ∗, temos que esta involução induz uma involução sobre D.

Observação 5.5.3 Dados w1, . . . , wl ∈ R+ e v1, . . . , vm ∈ R−, então existe um homo-

mor�smo de álgebras com involução ψ : D → R tal que ψ(Xi) = wi e ψ(Yj) = vj, para

todo i = 1, . . . , l e j = 1, . . . ,m. Isto segue da Proposição 5.5.1.

Lema 5.5.4 Seja f = f(θ1, . . . , θl, t1, . . . , tm) um elemento não nulo em S = K[Θ; Υ].

Então, existe um homomor�smo Z2-graduado ϕ : S → E tal que ϕ(f) 6= 0.

Demonstração: Seja f = f(θ1, . . . , θl, t1, . . . , tm), ou seja,

f =
∑
m∈I

αmθ
r1
i1
. . . θrnin t

k1
j1
. . . t

kq
jq
,

onde αm ∈ K, para cada m ∈ I, ri = degθiαf , kj = degtjβ f , onde α ∈ {1, 2, . . . , n} e

β ∈ {1, 2, . . . , q}. Como f 6= 0 em S, devemos ter k1 = k2 = · · · = kq = 1, uma vez que

titj = −tjti implica t2i = 0, para todo i, j, e αm 6= 0, para algum m ∈ I. Daí,

f =
∑
m∈I

αmθ
r1
i1
. . . θrnin tj1 . . . tjq .
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tomando a aplicação

ϕ : S → E

θi → 1

ti → ei.

Como E é a Álgebra de Grassmann com base in�nita, temos que

ϕ(f) = ϕ(
∑
m∈I

αmtj1 . . . tjq)

=
∑
m∈I

αmϕ(tj1) . . . ϕ(tjq)

=
∑
m∈I

αmej1 . . . ejq .

Como ej1 . . . ejq são elementos da base canônica de E, devemos ter que ϕ(f) 6= 0. Como

era desejado. �

Teorema 5.5.5 A álgebra com involução (D, ∗) é isomorfa à álgebra relativamente

livre K〈X∪Y 〉/T∗(R), na variedade das álgebras com involução determinada por (R, ∗).

Demonstração: Sejam X = {x1, x2, . . .} e Y = {y1, y2, . . .} conjuntos enumeráveis

disjuntos. Considere o homomor�smo sobrejetor de álgebras com involução

ϕ : K〈X ∪ Y 〉 → D

xi → Xi

yi → Yi.

É su�ciente demonstrar que Kerϕ = T∗(R), isto é, f ∈ K〈X ∪ Y 〉 é uma identi-

dade em (R, ∗) se, e somente se, ϕ(f) = 0.

Se f ∈ Kerϕ, então f(X1, . . . , Xl, Y1, . . . , Ym) = 0. Dados r1, . . . , rl ∈ R+ e

s1, . . . , sm ∈ R−, onde R+ e R− são os subespaços dos elementos simétricos e antissi-

métricos, então existe um homomor�smo natural que aplica Xi para ri e Yj para sj,

para cada i = 1, 2, . . . , l e j = 1, 2, . . . ,m. Logo, f(r1, . . . , rl, s1, . . . , sm) = 0, para todo

r1, . . . , rl ∈ R+ e s1, . . . , sm ∈ R−, ou seja, f ∈ T∗(R).
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Reciprocamente, seja f ∈ T∗(R), ou seja, f é uma identidade para

(R, ∗). Suponha, por absurdo, que existamX1, . . . , Xl elementos simétricos e Y1, . . . , Ym

elementos antissimétricos tais que

f(X1, . . . , Xl, Y1, . . . , Ym) =

 f11 f12

f21 f22

 6= 0.

Sem perda de generalidade podemos supor que a entrada f11 = f11(u1, . . . , ul, v1, . . . , vm)

é um polinômio não nulo em S. Então, pelo Lema 5.5.4, existe um homomor�smo

Z2-graduado φ : S → E tal que φ(f11) 6= 0. Seja o homomor�smo de álgebras com

involução

φ̂ : D → R

(hij) → (φ(hij)),

tal que φ̂(f(X1, . . . , Xl, Y1, . . . , Ym)) 6= 0. Logo f 6∈ T∗(R), uma contradição. Portanto,

f ∈ kerϕ. Donde segue o resultado. �

Agora, estudaremos a independência linear dos geradores dos espaços Γl,m(I)

sobre a correspondente álgebra das matrizes genéricas D.

Lema 5.5.6 Os seguintes polinômios:

• y1 . . . ym;

• qi = y1 . . . ŷi . . . ym−1[yi, ym] (i = 1, . . . ,m− 1),

são linearmente independentes módulo as ∗-identidades de R.

Demonstração: Na álgebra D, temos que

Y1 . . . Ŷi . . . Ym−1[Yi, Ym] = (−1)m−2[2v1 . . . v̂i . . . vm−1(ηivm − viηm)]E21.

De fato, provaremos tal resultado por indução sobre m. Para m = 2, temos

ym−1[yi, ym] =

 vm−1 0

ηm−1 −vm−1

 0 0

2(ηivm − viηm) 0


=

 0 0

−2vm−1(ηivm − viηm) 0

 .
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Supondo o resultado válido para k, e sendo A = Y1 . . . Ŷi . . . Yk[Yi, Yk+1] teremos que

A = Y1(Y2 . . . Ŷi . . . Yk[Yi, Yk+1])

=

 v1 0

η1 −v1

 0 0

(−1)k−2[2v2 . . . v̂i . . . vk−1(ηivk − viηk)] 0


=

 0 0

(−1)k−1[2v1 . . . v̂i . . . vk(ηivk − viηk)] 0

 .

Segue que o polinômio y1 . . . ym não é combinação linear de polinômios qi, uma

vez que

Y1 . . . Ym =

 Πm
i=1vi 0

Σm
i=1(−1)i−1ηiv1 . . . v̂i . . . vm Πn

i=1(−1)ivi

 ,

e assim, o monômio v1v2 . . . vm da entrada (1, 1) do elemento Y1 . . . Ym é não nulo em

S. Por outro lado, o monômio v1 . . . v̂i . . . vkηivm aparece apenas na entrada (2, 1) dos

elementos Y1 . . . Ŷi . . . Ym−1[Yi, Ym].

Portanto esses monômios são todos distintos em S, e seus correspondentes po-

linômios são linearmente independentes módulo T∗(R). �

Como consequência do lema anterior e do Lema 5.4.2, temos o seguinte resultado:

Γ0,m(I) = Γ0,m(T∗(R)). (5.19)

Lema 5.5.7 O polinômio [x1, y1] . . . [xl, yl] 6∈ T∗(R).

Demonstração: Na álgebra D, temos que

[Xi, Yi] =

 ζiηi −2ξivi

0 ζiηi

 .

Segue que na entrada (1, 1) de [X1, Y1] . . . [Xl, Yl] obteremos o monômio ζ1η1 . . . ζlηl que

é não nulo em S. �

Lema 5.5.8 Os seguinte polinômios

• f = y1[x1, y2] . . . [xl, yl+1];
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• p1 = [x1, y1, y2][x2, y3] . . . [xl, yl+1];

• pi = [x1, yi, y1][x2, y2] . . . [xi, yi+1] . . . [xl, yl+1], para i = 2, . . . , l + 1,

são linearmente independentes módulo as ∗-identidades de R.

Demonstração: Avaliando os polinômios f , pi, para i ≥ 1, sobre as matrizes genéricas

Xi e Yi. Observamos que a entrada (2, 1) dos elementos pi(X1, . . . , Yl+1) é zero para

todo i ≥ 1 e a mesma entrada do elemento f(X1, . . . , Yl+1) é η1ζ1η2 . . . ζlηl+1. Logo,

este monômio é não nulo em S. Consequentemente, f não é combinação linear dos

polinômios do tipo pi, para i ≥ 1. Por outro lado, observe que a entrada (1, 1) do

polinômio pi(X1, . . . , Yl+1) é ±2viζ1 . . . ζlη1 . . . η̂i . . . ηl+1. Assim, obtemos monômios

distintos em S para cada i = 1, . . . , l, donde segue que os polinômios pi são linearmente

independentes, também. �

Do lema anterior e da Proposição 5.4.5, mostramos que

Γl,l+1(I) = Γl,l+1(T∗(R)). (5.20)

De mesma forma, pelo Lemas 5.4.3 e 5.5.7, obtemos

Γl,l(I) = Γl,l(T∗(R)). (5.21)

O último caso refere-se aos geradores de Γl,m(I) com m = l + k ≥ 2 + k. Estes

geradores são os polinômios obtidos nas Proposições 5.4.6, 5.4.8 e no Lema 5.4.7. Como

na seção anterior, consideraremos primeiramente o caso l = 1.

Proposição 5.5.9 Os seguintes polinômios de Γ1,m, m ≥ 3:

(1) G = [y1, ym][x1, y2, . . . , ym−1];

(2) G2;(i,j) = [y1, yi][x1, y2, . . . , ŷi, . . . , ŷj, . . . , ym, yj], (2 ≤ i < j ≤ m);

(3) G3;(i) = [y2, yi][x1, y3, . . . , ŷi, . . . , ym, y1], (3 ≤ i ≤ m);

(4) P(j) = [x1, y1, . . . , ŷj, . . . , ym, yj], (1 ≤ j ≤ m),

são os geradores de Γ1,m(I). Além disso, eles são linearmente independentes módulo

as ∗-identidades de R.
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Demonstração: A primeira parte do resultado segue da decomposição dada na ex-

pressão (5.18), junto com a Proposição 5.4.6 e o Lema 5.4.7. Resta mostrar que os

polinômios dados são linearmente independentes módulo as ∗-identidades de R. Como

foi feito anteriormente, avaliaremos os polinômios dados sobre as matrizes genéricas da

álgebra D. Denotemos por G,G2;(i,j), G3;(i) e P (j) os elementos correspondentes em D.

Observe, primeiramente, que a entrada (1, 1) de P (j) é (−2)m−1ζ1v1 . . . v̂j . . . vmηj

e é não nula em S. Por outro lado, se considerarmos a avaliação de uma combinação

linear de polinômios G,G2;(i,j), G3;(i) sobre as matrizes genéricas X1, Y1, . . . , Ym então

as entradas não nulas estão apenas nos coe�cientes E21 e E22. Daí, podemos estudar

em dois casos separados.

No primeiro caso, como os monômios ζ1v1 . . . v̂j . . . vmηj são todos distintos

deduzimos que os polinômios P(j), para j = 1, . . . ,m, são linearmente independentes.

No segundo caso, consideraremos uma combinação linear dos polinômios

G,G2;(i,j), G3;(i) com coe�cientes α, α2;(i,j) e α3;(i), respectivamente. Assumindo que

esta combinação linear é uma ∗-identidade de R, temos

αG+
∑

2≤i<j≤m

α2;(i,j)G2;(i,j) +
m∑
i=3

α3;(i)G3;(i) = 0.

Usando um raciocínio análogo ao feito para a demonstração da Proposição 5.3.1, as

entradas (2, 1) das matrizes G,G2;(i,j) e G3;(i) são, a menos de multiplicação pelo mesmo

coe�ciente 2(−2)m−3, os seguinte polinômios de S:

• G̃ = (η1vm − v1ηm)ζ1v2 . . . vm−2ηm−1;

• G̃2;(i,j) = (η1vi − v1ηi)ζ1v2 . . . v̂i . . . v̂j . . . vmηj;

• G̃3;(i) = (η2vi − v2ηi)ζ1v3 . . . v̂i . . . vmη1,

respectivamente. Olhando os monômios em que η1 não aparece obtemos a seguinte

expressão:

−α(v1ηmζ1v2 . . . vm−2ηm−1)−
∑

2≤i<j≤m

α2;(i,j)(v1ηiζ1v2 . . . v̂i . . . v̂j . . . vmηj) = 0.

Observe que para cada par (i, j) tal que i < m − 1 tem-se α2;(i,j) = 0 e além disso,
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α = α2;(m−1,m). De fato, separando o termo i = m− 1 do somatório acima obtemos

0 = α(v1ηmξ1v2 . . . vm−2ηm−1) + α2;(m−1,m)(v1ηm−1ζ1v2 . . . vm−2ηm)

+
∑

2≤i<j≤m−1

α2;(i,j)(v1ηiζ1v2 . . . v̂i . . . v̂j . . . vmηj)

Permutando os elementos ηm−1 e ηm, da segunda parcela da expressão acima, teremos

0 = α(v1ηmζ1v2 . . . vm−2ηm−1)− α2;(m−1,m)(v1ηmζ1v2 . . . vm−2ηm−1)

+
∑

2≤i<j≤m−1

α2;(i,j)(v1ηiζ1v2 . . . v̂i . . . v̂j . . . vmηj)

Observe que os monômios acima são todos distintos, portanto para cada par (i, j) tal

que i < m− 1 tem-se α2;(i,j) = 0. Segue que

α(v1ηmζ1v2 . . . vm−2ηm−1)− α2;(m−1,m)(v1ηm−1ζ1v2 . . . vm−2ηm) = 0.

Assim, α = α2;(m−1,m). Sendo β = α2;(m−1,m), então α = β e teremos

αG̃+ βG̃2;(m−1,m) +
m∑
i=3

α3;(i)G̃3; (i) = 0. (5.22)

Sejam > 3. Se 3 ≤ i ≤ m−1, então observaremos que o monômio v2ηiζ1v3 . . . v̂i . . . vmη1

aparece apenas nos polinômios G̃3;(i). Portanto, α3;(i) = 0, para qualquer i = 3, . . . ,m−

1 e obtemos da Eq. (5.22) a seguinte expressão:

0 = αG̃+ βG̃2;(m−1,m) + α3;(m)G̃3;(m).

Logo,

0 = α(η1vm − v1ηm)ζ1v2 . . . vm−2ηm−1 + β(η1vm−1 − v1ηm−1)ζ1v2 . . . vm−2ηj

+ α3;(m)(η2vm − v2ηm)ζ1v3 . . . vm−1η1,

donde segue diretamente que α = β = α3;(m) = 0.

Resta veri�car para o caso em que m = 3. Neste caso, escrevemos a Eq. (5.22)

da seguinte maneira:

αG̃+ βG̃2;(2,3) + α3;(3)G̃3;(3) = 0,

isto é,

0 = α(η1v3 − v1η3)ζ1η2 + β(η1v2 − v1η2)ζ1η3 + α3;(3)(η2v3 − v2η3)ζ1η1.
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Agora veri�ca-se facilmente que α = β = α3;(3) = 0, donde segue o resultado. �

Como consequência desta última proposição temos:

Γ1,m(I) = Γ1,m(T∗(R)), m ≥ 3. (5.23)

Proposição 5.5.10 Seja m = l + k. Se l ≥ 2 e k ≥ 2, então os polinômios de Γl,m:

(1) G = [y1, yk+1][x1, y2, . . . , yk][x2, yk+2] . . . [xl, yl+k];

(2) G2;(j1,...,jl+1) = [y1, yj1 ][x1, yi1 , . . . , yik−2
, yj2 ][x2, yj3 ] . . . [xl, yjl+1

],

onde 2 ≤ j1 < . . . < jl+1 ≤ m e 2 ≤ i1 < . . . < ik−2 ≤ m;

(3) G3;(j1,...,jl) = [y2, yj1 ][x1, yi1 , . . . , yik−2
, y1][x2, yj2 ] . . . [xl, yjl ],

onde 3 ≤ j1 < . . . < jl ≤ m e 3 ≤ i1 < . . . < ik−2 ≤ m;

(4) G4;(j1,...,jl−1) = [y2, yik−1
][x1, yi1 , . . . , yik−2

, y1][x2, yj1 ] . . . [xl, yjl−1
],

onde 3 ≤ j1 < . . . < jl−1 ≤ m e 3 ≤ i1 < . . . < ik−1 ≤ m, com j1 < ik−1;

(5) P(j1,...,jl) = [x1, yi1 , . . . , yik , yj1 ][x2, yj2 ] . . . [xl, yjl ],

onde j1 < . . . < jl e i1 < . . . < ik,

são geradores de Γl,m(I). Além disso, estes polinômios são linearmente independentes

módulo as ∗-identidades polinomiais de R.

Demonstração: Como na proposição anterior, a primeira parte da proposição é uma

consequência imediata da decomposição em (5.18) junto com os resultados das Propo-

sições 5.4.6 e 5.4.8.

Assim, resta mostrar a independência linear dos geradores de Γl,m(I) módulo as

∗-identidades polinomiais de R. Avaliaremos todos os geradores dados sobre as matrizes

genéricas X1, . . . , Xl, Y1, . . . , Ym. Denotaremos por · os correspondentes elementos em

D. Como foi feito na proposição anterior, podemos dividir a prova em dois casos.

Mais precisamente, observamos que a entrada (1, 1) de P (j1,...,jl) é o elemento não nulo

(−2)kζ1vi1 . . . vi1ηj1ζ2ηj2 . . . ζlηjl de S. Por outro lado, em uma combinação linear de

elementos G,G2;(j1,...,jl+1), G3;(j1,...,jl) e G4;(j1,...,jl−1) é não nula apenas nas entradas (2, 1)

e (2, 2). Por isso, podemos dividir em dois casos separadamente.
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No primeiro caso obtemos a independência linear dos polinômios P(j1,...,jl) já que

os monômios correspondentes (−2)kζ1vi1 . . . vikηj1ζ2ηj2 . . . ζlηjl são dois a dois distintos

em S.

No segundo caso analisaremos as entradas (2, 1) das matrizes de D. Vamos

considerar os seguintes polinômios de S:

• G̃ = (η1vk+1 − v1ηk+1)ζ1v2 . . . vk−1ηkζ2ηk+2 . . . ζlηk+l;

• G̃2;(j1,...,jl+1) = (η1vj1 − v1ηj1)ζ1vi1 . . . vik−2
ηj2ζ2ηj3 . . . ζlηjk+l ;

• G̃3;(j1,...,jl) = (η2vj1 − v2ηj1)ζ1vi1 . . . vik−2
η1ζ2ηj2 . . . ζlηjl ;

• G̃4;(j1,...,jl−1) = (η2vik−1
− v2ηik−1

)ζ1vi1 . . . vik−2
η1ζ2ηj1 . . . ζlηjl−1

,

onde os índices satisfazem as mesmas condições que (1), (2), (3) e (4) do enunciado,

respectivamente. Denote por C(i) o conjunto de todos os geradores do tipo (i), com

i = 2, 3, 4, dado no enunciado da proposição. Claramente a entrada (2, 1) de G é

2(−2)k−2G̃, o mesmo valendo para qualquer outro gerador, que na entrada (2, 1) de

H é 2(−2)k−2H̃, para todo H ∈ C(i), para todo i = 2, 3, 4. Assumimos que alguma

combinação linear,

αG+
∑
H∈C(2)

αHH +
∑
H∈C(3)

αHH +
∑
H∈C(4)

αHH,

é um ∗-identidade polinomial de R. Portanto, obtemos que na álgebra supercomutativa

livre S

αG̃+
∑
H∈C(2)

αHH̃ +
∑
H∈C(3)

αHH̃ +
∑
H∈C(4)

αHH̃ = 0. (5.24)

Se na Eq. (5.24) considerarmos apenas os monômios em que η1 não aparecem, obtere-

mos

αw +
∑
H∈C(2)

αHwH = 0,

onde

w = v1ηk+1ζ1v2 . . . vk−1ηkζ2ηk+2 . . . ζlηk+l

e

wH = v1ηj1ζ1vi1 . . . vik−2
ηj2ζ2ηj3 . . . ζlηjk+l , se H = G2;(j1,...,jl+1) ∈ C(2).
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Portanto, para qualquer H ∈ C(2), temos que αH = 0, se H 6= G2;(k,...,k+l) := G2.

Seja β = αG2 , assim a Eq. (5.24) torna-se

αG̃+ βG̃2 +
∑
H∈C(3)

αHH̃ +
∑
H∈C(4)

αHH̃ = 0. (5.25)

Agora, �xemos a sequência (j1, . . . jl), onde 3 ≤ j1 < . . . < jl ≤ m−1. Consideremos os

polinômios envolvidos na Eq. (5.25) e observemos que as variáveis η1, ηj1 , . . . , ηjl apare-

cem apenas no somatório H̃ = G̃3;(j1,...,jl). Isto implica que o coe�ciente correspondente

αH é nulo e obteremos

αG̃+ βG̃2 +
∑

3≤j1<...<jl−1<m

α(j1,...jl)G̃3;(j1,...,jl−1,m) +
∑
H∈C(4)

αHH̃ = 0. (5.26)

Nesta parte da demonstração, �xemos a sequência de inteiros (j1, . . . jl), onde

3 ≤ j1 < . . . < jl ≤ m−1 e consideremos os polinômios envolvidos na Eq. (5.26). Note-

mos que as variáveis η1, η2, ηj1 , . . . , ηjl−1
aparecem apenas no polinômio

H̃ = G̃4;(j1,...,jl−1) e seu respectivo coe�ciente deve ser zero. Em outras palavras, se

l > 2 estamos prontos para provar a independência linear, módulo T∗(R) dos seguintes

polinômios de Γl,m com m = l + k:

• G = [y1, yk+1][x1, y2, . . . , yk][x2, yk+2] . . . [xl−1, ym−1][xl, ym];

• G2 = [y1, yk][x1, y2, . . . , yk+1][x2, yk+2] . . . [xl−1, ym−1][xl, ym];

• G3;(j1,...,jl−1,m) = [y2, yj1 ][x1, yi1 , . . . , yik−2
, y1][x2, yj2 ] . . . [xl−1, yjl−1

][xl, ym],

onde 3 ≤ j1 < . . . < jl−1 ≤ m− 1 e 3 ≤ i1 < . . . < ik−2 ≤ m− 1;

• G4;(j1,...,jl−2,m) = [y2, yik−1
][x1, yi1 , . . . , yik−2

, y1][x2, yj1 ] . . . [xl−1, yjl−2
][xl, ym],

onde 3 ≤ j1 < . . . < jl−2 ≤ m− 1 e 3 ≤ i1 < . . . < ik−1 ≤ m− 1, com j1 < ik−1;

Por outro lado, se l = 2 teremos que considerar os polinômios

• G = [y1, yk+1][x1, y2, . . . , yk][x2, ym];

• G2 = [y1, yk][x1, y2, . . . , yk+1][x2, ym];

• G3;(j,m) = [y2, yj1 ][x1, yi1 , . . . , yik−2
, y1][x2, ym],

onde 3 ≤ j1 ≤ m− 1 e 3 ≤ i1 < . . . < ik−2 ≤ m− 1.
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Observamos que para cada um dos polinômios anteriores, o último comutador é [xl, ym].

Portanto, o resultado �nal segue usando indução sobre l = m − k e pela proposição

anterior. Assim, concluímos o resultado. �

Como uma consequência, podemos escrever:

Γl,m(I) = Γl,m(T∗(R)), para m = l + k, l ≥ 2, k ≥ 2. (5.27)

Lembramos que no caso de característica zero qualquer T∗-ideal na álgebra livre

com involução é completamente determinado pelas componentes ∗-próprias

multilineares. Então pelas Eq. (5.19), (5.20), (5.21), (5.23) e (5.27) desta seção obte-

mos a prova do Teorema 5.3.2, que era o principal objetivo deste capítulo.
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