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Resumo

Neste trabalho discutiremos a existéncia de solugoes fracas positivas para um sistema
do (p, ¢)-Laplaciano com mudanga de sinal nas fun¢oes de peso, com dominio limitado
e fronteira suave. Para garantir a existéncia de solugoes fracas positivas primeiramente
asseguraremos a solugao positiva de um problema calasico que é o problema de au-
tovalor do p-laplaciano, e do problema "linear"do p-laplaciano com condicao zero de
Dirichlet. Feito isto usaremos a existéncia destas solucoes para assegurar que o prob-
lema em questao admite solucao fraca positiva, via o método das sub-super-solugoes.

Palavras-chave: (p,q)-Laplaciano, autovalor, sub-supersolugoes.



Abstract

In this work we discuss the existence of weak positive solutions for a system (p, q)-
Laplacian with change of sign in the weight functions with bounded domain and smooth
boundary. To ensure the existence of weak positive solutions first will ensure a positive
solution to a classic problem that is the problem eigenvalue p-Laplacian value, and the
"linear"problem with zero condition p-Laplacian Dirichelt. Having done this we use
the existence of these solutions to ensure that the problem in question admits a weak
positive solution via the method of sub-super-solutions.

Keywords: (p,q)-Laplacian, eigenvalue, sub-super-solutions.



Sumario

Introducgao . . . . . . . .. 6
1 Resultados Preliminares 9
1.1 O Operador p-Laplaciano . . . . . .. ... ... ... ... ... .... 9
1.2 O Problema de Autovalor do Operador p-Laplaciano. . . . . . . .. .. 17
1.3 O Problema de Dirichlet para o p-Laplaciano . . . . . . . .. ... ... 31
2 O Problema Escalar 35

2.1 Existéncia de Solugoes para uma Classe de Problemas Envolvendo o

p-Laplaciano . . . . . . . ... 35

2.2  Existéncia de Solugbes . . . . . . ... 36
2.3 O Método de Sub-Supersolucao . . . . .. .. ... ... 37
2.4 O Resultado Principal Para o Caso Escalar . . . . . . .. ... .. ... 43

3 Sistema do Tipo (p,q)-Laplaciano 53

3.1 Solugoes Positivas Para uma Classe de Sistemas do Tipo (p, ¢)-Laplaciano 53
3.2 O Método de Sub e Supersolugao . . . . . . .. . ... 55
3.3 O Resultado Principal de Existéncia . . . . . .. ... ... ... ... 63

A Alguns Resultados Sobre Medida e Integracao, Espacos de Sobolev e

Analise Funcional 76
A1 Medida e Integragao . . . . . . . ..o 76
A2 Osespacos WhP(Q) e WoP(Q) . .. ... ... 77

A.3 Multiplicadores de Lagrange . . . . . . . .. ... ... ... ...... 79



ii

B Algumas Desigualdades Importantes e a Derivada do Funcional Ener-

gia 81
B.1 Desigualdades importantes . . . . . . . .. .. ... L. 81
B.2 Derivada do Funcional Energia . . . . . . .. . ... ... ... ... .. 93
C Principio do Maximo e da Comparacao e Lema de Hopf 98
C.1 Principio do Méaximo Forte . . . . . . . . . ... .. ... .. ...... 98
C.2 Principio da Comparagao Fraca . . . . . . . .. ... ... ... .... 99

Bibliografia 102



Introducao

Em nosso trabalho, estamos interessados em obter solucoes fracas positivas para
um sistema do tipo (p, ¢)-Laplaciano com mudanga de sinal nas fungoes peso para va-
lores suficientemente proximos da fronteira. Faremos o estudo do problema da seguinte
maneira, no Capitulo 1 que é baseado em Lindqvist [18], [19] e em Renard, Rogers
[25], exibiremos algumas propriedades do operador néo linear o p-Laplaciano (Operador
de Laplace) que é definido como sendo A,u = div(|Vu[P~*Vu) com p > 1. A partir
dai estudaremos o classico problema de autovalor do p-Laplaciano, mais precisamente

analisaremos o seguinte problema

—Apu = MulP™?u,  em Q,

u = 0, sobre  0f2,

(1)

onde —A,u = —div(|Vu|P2Vu), @ € RY é um dominio limitado, N > 1e 1l < p <
+00. Provaremos a existéncia de um menor autovalor que o denotaremos por A\; e
uma primeira autofuncao correspondente a este autovalor, que a denotaremos por ¢;.
Em seguida mostraremos que o primeiro autovalor é isolado e simples em qualquer
dominio limitado 2 C RY. Thelin [31] observou que existe essencialmente apenas uma
primeira autofungao entre as fungoes radiais numa bola. Uma consequéncia imediata
do interessante trabalho de Sakaguchi [27], é que o primeiro autovalor é simples em
dominios convexos. A simplicidade do primeiro autovalor foi estendida para dominios
Holder de classe C*“ por Anane [2].

Em seguida analisaremos o problema de Dirichlet



—Apyju = f(z), em Q
u = 0, sobre 0N

(2)

onde f € W= (Q), Q ¢ RN um dominio limitado com fronteira suave e p > 1, onde
a existéncia e unicidade de solucao para este problema é garantida pelo Teorema de
Browder-Minty e a regularidade da solug¢ao pode ser vista em [13].

No Capitulo 2 motivado pelo estudo feito em 2005 no artigo de Canada, Drabek
e Gamez [6], exibiremos um caso escalar para um problema envolvendo o operador p-
Laplaciano com mudanca de sinal na funcao peso para valores perto da fronteira. De

forma mais precisa vamos considerar o seguinte problema

SAu = (@) f(), em  Q
u = 0, sobre 0f),

(3)

onde A > 0 é um parametro, Q& C RY ¢ um dominio limitado com fronteira suave,
N > 1, A, o operador p-Laplaciano p > 1. A fungdo g ¢ de classe C*(€2) com mudanga
de sinal e a func¢ao f também de classe C! satisfazendo f(0) > 0. No entanto, vamos
nos restringir para a classe de fungoes g com mudanca de sinal tais que, sao positivas
no interior de {2 e negativas para valores suficientemente perto de 0€2. No decorrer
deste capitulo exibiremos uma solugao fraca para o problema mencionado utilizando
o método de sub supersolucao e resultados conhecidos de solucoes do problema de
autovalor e do problema de Dirichlet.

No Capitulo 3 que foi um problema estudado em 2010 por Rasouli, Halimi e
Mashhadban [24], faremos uma generalizagao deste caso escalar do problema envol-
vendo o p-Laplaciano com mudanca de sinal na funcao peso perto da fronteira, para
um sistema do tipo (p,q)-Laplaciano com mudanga de sinal nas fungoes peso para

valores suficientemente proximos da fronteira da seguinte maneira

—Apu = Xa(z)f(v), em Q
—Ap = M(z)g(u), em (4)
u=v = 0, sobre Of).
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Onde A, denota o operador p-Laplaciano, A > 0 ¢ um parametro, {2 ¢ um dominio
limitado em RY N > 1 com fronteira suave, a e b sao fungoes de classe C'(2) com
mudanca de sinal negativo perto da fronteira e f,g : [0,00) — [0,00) sao fungoes de
classe C'!' niao decrescentes tais que f(s), g(s) > 0 para s > 0. Assim como no Capitulo
2 usaremos um resultado de sub supersolucao e estimativas do problema do autovalor
e do problema de Dirichlet.

No Apéndice A mostraremos alguns resultados de Analise Funcional, Espacos de
Sobolev e Medida e Integragao. No Apéndice B serao demonstradas algumas desigual-
dades utilizadas no decorrer de todo o texto. Por fim no Apéndice C mostraremos

algumas versoes de Principios de Maximo e Comparagao.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

1.1 O Operador p-Laplaciano

Q c RY & um aberto e p > 1, é definido por

Na literatura Classica, o operador p-Laplaciano A, : C?*(2) — C(Q) onde
Ayu = div(|VulP~?Vu) = z": 0
P a.fEZ

ou
p—2 7
2 <|Vu| 8@)

Essa defini¢io motiva a definicio do operador —A,, : W5* () — W1#(Q) da

seguinte maneira

A, :

D -

WP (Q) — WP (Q)
u — —Ayu: WP(Q) — R
v (—Ayu,v) = / |VulP~2Vu.Vodr
Q

Provaremos agora algumas propriedades desse operador, inicialmente veri-
fiquemos que estd bem definido:

Seja v € WyP(Q) e 119 + % =1 temos
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(—Ayu,v) = /|Vu]p_2Vu-Vvdx
Q

/ |Vul|P~2Vu - Vodz
Q

< /||Vu|p_2Vu-Vv|d:z:
Q

= /||Vu||p_1|Vv|d:E, (pela desigualdade de Holder)
Q0

< (/Q(Vupl)qd:v>;- (/Q(|Vv)pdx>;

= [IVulling) - IVolln@),

como |Vul, |[Vv| € LP(€2) podemos concluir que [(—A,u,v)| < +oo.

Portanto —A,u esta bem definido.

Vejamos outras propriedades do operador p-Laplaciano:
Teorema 1.1 Seja Q C RN um dominio limitado.

(i) =2, W5P(Q) — WL (Q) € um operador limitado.
(ii) —A, : WP (Q) — W(Q) ¢ um operador coercivo.

(iii) =0, = WiP(Q) — W (Q) é wm operador mondtono, ou seja,
(=Apu — (—=Ap),u —v) >0, para todo u,v € W, ().

(iv) =0, : WP(Q) — WY (Q) ¢ do tipo S., isto € se u, — u e

lim sup(—Ayu, — (—Ayu), u, —u) <0, entio u, — u em Wy ().

n—oo

(v) =0, : WiP(Q) — WL (Q) ¢ um homeomorfismo.

(vi) O operador composto,
(4,7 WH(Q) — WiP(Q) = L(Q),

] Np
onde — 4+ — =1, € compacto se 1 < q <
p g N—p
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Demonstragao.
(i) Ja vimos que —A, : WyP(Q) — W1#(Q) esta bem definido. Seja u €

Wi (Q) e

| — Ap“”W-Lp’(Q)

IN

IN

<

% + é = 1, aplicando a desigualdade de Holder temos

sup - [(=Ayu, )|

$eW P (Q)

llgll=1

sup
beW P ()

lloll=1

/ \VulP~2Vu - Vodr

sup /|Vu\p L. |Vo|dx

EWP ()
||¢H 1

1

sup [/ |Vu]p 1qd:c} NIVl Lo

PEWP ()
||¢H 1
sup ||vu||L(p Da(Q

PEWDP(Q)

ll¢l=1

sup ||u||”1p(Q 101w 70
peWyP (@)

loll=1
[

) IVollro

Wy (Q)

Portanto —A, ¢ um operador limitado.

(i) Seja u € WP(Q), Entdo,

(—Ayu,u) = /]Vu]pQVu-Vudx
Q
= /|Vu|pdx
Q
_ p
Logo
_ [l

”u”W(l)vp(Q)_)OO

HUHW};P(Q)

”u||wé’P(Q)_>°° HUHW})”’(Q)

Portanto —A, é um operador coercivo.
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(731) A monotonicidade do operador segue diretamente do Lema B.1.

(iv) Se w, — w e limsup(—=Ayu, — (—Ayu),u, — u) < 0, entdo

n—oo

lim (—Apu, — (—Apu), u, —u) = 0. De fato, temos

lim sup(—A,u, — (—Ayu), u, —u) <0, (1.2)

como u, —u — 0 usando pela Observacao B.1 para o caso p > 2

lim inf(—Apu, — (=Apu), up —u) > lm inf u, — ullyyieg) > 0. (1.3)

n—oo

De (1.2) e (1.3) segue que
lim (—Ayu, — (—Apu), u, —u) = 0.

n—oo

Se 1 < p < 2 novamente pela Observacao B.1 temos

(—Apu, — (—Apu), u, —u) = /(|Vun|p_2Vun — |VulP~2Vu, Vu,, — Vu)dz
Q

[wn — uHWOl’P(Q)

c
’ ||un||wolvp(9) + ||u||W01‘p(Q)

[tn _UHWOLP(Q)
> ¢
Pt Tl

pois u, — wu implica Hun||W01,p(Q) < C. Com o mesmo raciocinio do caso anterior

concluimos que

lim (—Apu, — (=Apu), u, —u) = 0.

n—oo

Se p > 2, pelo Corolario B.1 temos

cl(p)/ |Vu, — VulPde < /(\Vun|p2Vun — |VulP~*Vu, Vu,, — Vu)dx
Q 0

= <_Apun - (_Apu)a Uy — u) — 0,

quando n — oo.
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Se 1 < p < 2, pela desigualdade de Holder, temos

- p p(2—p
/|Vun—Vu]pdx _ / ( Vu, — V| (V| + [Vul) 252
0 0

V| + |Vu|) 5
< “gnHL%(Q) : thHLﬁ(Q)' (1'4)
Onde
\Vu,, — Vul|P
(V| + |Vu]) 2"
e

p(2—p)

hp, = (|Vu,| + |Vu|) ™2

Como u, — u, segue que a sequéncia (u,) é limitada em W, (Q), entdo existe uma
constante positiva C' tal que

/ \Vu,|Pde < C.
0

Dai pela hipotese u,, — u e pelo Lema B.1

gall” 2 =/|9n\idx < Cz(p)/(IVun!”‘QVun—IVUI”‘QVU7Vun—Vu>dx
LP(Q) Q Q

= (—Ayu, — (—Apu), u, —u) — 0. (1.5)
Por outro lado
_2
75 = [ lrde= [ (V] - Vulrds
L2=r(Q) Q Q
< 2”/(|Vun|)pdx+2p/ |VulPdr < Cs (1.6)
Q 0

De(1.6), (1.5) e (1.4) obtemos
/ |\Vu, — Vu|Pdx — 0, quando n — oo com 1 < p < oo.
Q

Lp
Donde segue que u, — u em Wy”(Q).
(v) Provaremos agora que o operador —A, é um homeomorfismo. Quanto a
.. 1 ~
continuidade de —A,, provaremos que se u,, — uem Wy?(€) entdo —Ayu, — —Ayu

em W1 (Q).
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Seja (u,) € WyP(Q) tal que u, — u em Wy*(Q). Entéao

Vu, — Vu, em  (LP(Q)V. (1.7)

Pelo Lema A.2 existem uma subsequéncia, que ainda denotaremos por (u,) e uma

fungao g € LP(Q)) que verificam

Vu,(z) — Vu(x) q.t.pem Q (1.8)
|Vu,(x)| < g(z) q.t.pem Q (1.9)

Por (1.8) temos
|Vu, ()] — |Vu(x)] q.t.p em (1.10)

Para toda ¢ € Wg?(2) temos

(=Apun — (=Apu), ¢)| =

/ (IVun|P*Vu, — |VulP~*Vu, Vo)dx
Q

< / ||V, |2V, — |VulP>Vul.|Véldr.  (1.11)
Q
Definido f,, como sendo
fo = |IVu,[P*Vu, — |VuP?Vu|, neN (1.12)
temos entao
fo < |Vu, [Pt +|Vuf™, neN. (1.13)

Observe que

(|Vup [Pt + [VuP~!) € LYQ) onde ¢ = ST
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Diretamente de (1.13) seque que f,, C L%(£2).

Aplicando a desigualdade de Holder em (1.11) temos

[{(=Aptn = (=Apu), 6)]

IN

/ [|Vun|P~2Vu, — |VulP2Vul - |Vo|dx

[fuoad" [ wora]

< fallza - VOl oo

IN

= an”LfI(Q) ) H¢HW(1)’I’(Q)'

Portanto

I = Aptin = (=Ap) -1 (0 < [ fallLae) (1.14)

Combinando (1.8), (1.10), (1.12) temos

fo(x) — 0 q.t.p em L (1.15)

De (1.9) e (1.13),

fo <@+ [Vt

como ¢(p — 1) = p, temos que

(ful2)? < 2%g(2)* + |Vu(x)|P) € L'(Q) q.t.p em Q. (1.16)

De (1.15), (1.16) e do Teorema da Convergéncia Dominada, segue que

lim | (f,)%dz = 0.

n—oo 0

Portanto

[falle@) — 0 quando  n — oo. (1.17)

De (1.14) e de (1.17) temos que
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| = Aptn — (=Apu)|lyp-10(q) — 0, quando n — oo.
Portanto —A, é um operador continuo.
A injetividade de —A, segue imediatamente de (B.9).
Como W, ?(Q) e W= (Q) sio espacos de Banach e reflexivos para 1 < p < 0o e sendo
—A, um operador monétono, coercivo, continuo e limitado entao segue do Teorema
1.10 que —A,, é sobrejetivo. Logo o operador inverso
(=4,)7" s W) — WP (9),

estd bem definido. Provemos sua continuidade.

Seja (g,) € W (Q) tal que g, — g em W17 (Q) . Considere

Un = (_Ap)_l(gn) eu= (_Ap)_l(g)’

ou seja,

—Apup, =9, ¢ —Apu=g. (1.18)
Temos que

(—Apln; Up) _ (Gns Un)

||un||W01’p(Q) B ||un||W01»P(Q)

< HgnHW*lJ/(Q)'

Dai usando a limitacao de g, e o fato de que —A, é coercivo concluimos que (u,) é
uma sequéncia limitada em W,?(Q). Sendo W”(Q) um espaco de Banach reflexivo

podemos supor a menos de subsequéncia que
Up, — Ug.
Notemos ainda que

<_Apun - (—APUO),U,” - u0> = <gn7 Up — u0> - <_Apu0> Up — u0>'
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Por outro lado, temos

<gn7un - U’O> = <gn —4g,Un — u0> + <gaun - U0>
Levando em consideracao que g, — ¢ e que u,, — ug das tltimas igualdades, obtemos

lim (—Apu, — (=Apug), u, — ug) = 0.

n—oo

Como —A, é do tipo Sy, segue que

Por 7) segue que

—Apu, — —Apug

Por (1.18) temos que —A,u = —Ayug e pela injetividade segue que u = ug. Entao de

(1.19) podemos concluir que
u, — u em Wy (),

e assim, (—A,)™! ¢ continuo.
Portanto —A, ¢ um homeomorfismo.

(iv) Segue diretamente da continuidade de (—A,)~! e da imersao compacta de Sobolev

N
WP () — L4 para1<q<N_pp O

1.2 O Problema de Autovalor do Operador p-Laplaciano.

Nesta secao estudaremos problema de autovalor para o operador p-laplaciano que

é dado por
—Apu = MNulf?u, em
(1.20)
u = 0, sobre Of).
Onde —Ayu = —div(|Vu|P~2Vu), @ C RY ¢ um domfnio limitado, N > 1 e

1 <p<4o0.
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Defini¢ao 1.2 Dizemos que \ é um autovalor de (1.20) se existe uma fung¢ao con-
tinua u € WyP(Q), u # 0 tal que

/ |VulP~*Vu - Vndz = )\/ lulP~2u - ndz, (1.21)
Q Q
para toda n € Wy (Q). A fungio u é chamada de autofungao.

Nosso principal objetivo nesta secao é provar a existéncia de um menor autovalor,
que o denotaremos por A\; e de uma primeira autofuncao correspondente a A;, que
denotaremos por u; e provar que este autovalor é isolado e simples.

Observe que em (1.21), A pode ser escrito como

/]Vu|pda:
\ = Q

/ |u|Pdx
0

pois basta tomar 77 = u em (1.21). O quociente (1.22) é classicamente conhecido como

(1.22)

quociente de Rayleigh.

Observacgao 1.1 Todos os autovalores do p-Laplaciano sao positivos.

De fato, pois pela desigualdade de Poincaré A.9 temos

/|u|pdx§0(n,p)/ |Vu|Pdz, (1.23)
0 Q

dai, substituindo (1.23) em (1.22) temos

/|Vu|pdm /|Vu|pdx )

)\ = L& Q =
/ wPdz  C(N,p) / vupds  COP)
Q Q

O lema a seguir, que é uma versao das imersoes compactas de (Rellich-Kondrachov),

>0

>

seré 1util na demonstragao dos teoremas seguintes. As demonstragoes podem ser todas

vistas em [18] e [19].

Lema 1.1 (Rellich-Kondrachov) Seja p > 1. Suponha que uq,us, ... sio fungoes
em Wi (Q) e que ||Vug| o) < +00, k € N. Entdo existem uma funcio u € WyP(Q)
e uma subsequéncia (uy;) C WyP(Q) tal que (ug;) — uw em LP(Q2) e V(ug;) = Vu em
LP(Q).
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Provemos o

Teorema 1.3 Euxiste um menor autovalor de (1.20) e uma autofunc¢ao correspondente
a este autovalor. Esta autofuncao minimiza o quociente de Rayleigh sobre todas as
fungoes no espaco de Sobolev Wé’p(Q). Além disso esta autofun¢ao nao muda de sinal

em ().

Demonstragio. Sejam F,.J : Wy?(Q2) — R definidos por
J(u) = / |Vul|Pdz e F(u) = / lu[Pdz e o conjunto P = {u € WP (Q); HuHiP(Q) =1}
Q Q

Os funcionais F, J estao bem definidos e sao de classe C'(£2) ver Teoremas B.4 e B.5.

Provaremos que

/|Vu|pd93
M= inf 22— = inf /\vuv’d:c (1.24)
ueWy P (Q) /|u|pdx ueWy?(Q) Jo
Q

¢ um autovalor, deste modo por sua caracterizagao serd o menor dentre todos os auto-
valores de (1.20).
.o~ . . N Co . 1
Por definigdo de infimo existe uma sequéncia minimizante (u,) C W,*(Q2) de

(1.24). Entao temos que

T(n) = [Vl = Il

Portanto (u,) ¢ uma sequéncia limitada em Wy (€2). Pelo Lema 1.1 existe uma
funcdo w € WyP(Q) e uma subsequéncia (u,,) C (u,) tal que u,, — @ em LP(Q) e
Vu,, = Vi em LP(Q). Como u, — @ em LP() entdo ||u,|zr() — [Tl o), 0 que
implica que w € ).

Por outro lado, como u,, — % em W*(Q), temos que [l 70y < Hminf [[un[lyie )

dai

3=

— fr— p . . p o . .
A < J(m) < HuHWé,p(Q) < (hmmf HunHWé,p(Q)> = (hmmf J (ty,)

)p — A

Portanto J(u) = ;.
Justificaremos agora que u é autofungao de (1.20) para algum A = \;, ou seja,

também justificaremos que A\; é de fato um autovalor. Com efeito, ja sabemos que
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/\Vu\pdx /\Vﬂ\pdx
/\1 = inf v = L0

ueWs *(@) / |u[Pd / Pz
Q Q

Fazendo J(u) = / \VulPdz e F(u) = / |ulPdz, temos que J e F sao de classe
Q Q

C! e satisfazem as condicoes do Teorema A.13. Logo existe A € R que verifica

J'(w) = \F'(u),

o que implica

J'(ur) - = AF'(@) -,

para toda funcdo n € Wy ().

Ou seja,

/ VAPV Vidz = A / P25 - nde. (1.25)
Q Q

A funcdo u; que satisfaz (1.25), é de classe C'*(Q), para algum a € (0,1) a
justificativa dessa afirmagao pode ser vista em [13]. Portanto u; é autofungao de (1.20)
associada ao autovalor A = A\;. De (1.25) concluimos que u; minimiza o quociente de
Rayleigh sobre todas as fungoes em W(l)’p ().

Se w minimiza o quociente (1.22) entdo |u| também minimiza o quociente (1.22),
pois |V|u|| = | V1] e entéo recaimos no mesmo problema de minimizagao (1.24), ou seja
|| também é autofuncao associada ao autovalor A\;. Desde que || > 0 pelo Principio
do Maximo C.2 devemos ter |[u| > 0. Por continuidade devemos ter @ < 0 ou u > 0 em
Q. O

O proximo resultado assegura a unicidade da primeira autofungao em dominios
limitados, no sentido de que se existir outra primeira autofuncao entao elas devem ser
multiplas escalares, ou ainda que o autoespaco gerado pela primeira autofuncao tem
dimensao 1.

No que segue A; sempre denotara o primeiro autovalor de (1.20)
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Teorema 1.4 O primeiro autovalor do operador p-laplaciano é simples em qualquer

dominio limitado, ou seja se u e v sao autofungoes associadas a Ay entao elas sao l.d.

Demonstragao. Suponha que u e v sao autofuncoes associadas ao autovalor A;.

Como nao mudam de sinal, é suficiente tratarmos o caso em que u > 0 e v > 0. Temos

/ |VulP~2Vu - Vndz = )\/ |ulP~?u - nd, (1.26)
Q Q

/ |Vu|P~2Vo - Vndz = )\/ lv[P~2v - nd, (1.27)
0 0

para toda n € WyP(€). Assim em particular utilizaremos as funcdes testes

(u+el)—(v+e)? o my— (v4+eP) — (u+e)?
(u+e)pt (v+e)rt

m =

em (1.26) e (1.27) respectivamente, onde € é um parametro positivo.

Um calculo simples mostra que

U+ € U+ €

Vi = {l—i-(p—l) (UJF&)? ~Vu—p(v+€)p_l-Vv, (1.28)

Vi = {1—1—(}?—1) <“+6)p} ~Vv—p<u+€>p_1-Vu. (1.29)

V+E V+E

Por simplicidade de escrita, denotaremos u. = u + € e v. = v + . Observe que

Vu. = Vu, (1.30)

e que

Vv, = V. (1.31)

Substituindo (1.30) e (1.31) em (1.26) e (1.27) respectivamente obtemos
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/ \Vu|P?Vu, - Vide = /\/ lulP~?u - ndx (1.32)

Q Q
/ IV P2V, - Vigpdx = )\/ [v[P~2v - nda. (1.33)

Q Q

Agora observe que combinando (1.28), (1.30) e (1.32) temos

/ ’Vus‘p*2vu€ : andx =
Q

i P p—1
= / |V P2V, [1 +(p—1) <&) } -Vu—p (E> - Vo
Q Ue Ue

r p p—1
= / IVu P *Vu, |1+ (p—1) (E) 1 Vudz — | |VuP*Vup (%) - Vudx
Q i

£

£

p
= / |Vu.|P2Vu, - Vu, [1 +(p-1) (%) } dr — [ |Vu|P"*Vu. - Vup (Z
Q

Portanto podemos concluir que

p
/ Vu|P2Vu, - Vipdr = / |Vu.|? [1 +(p-1) <&) } dx
Q Q Ue

p—1
— p/ |Vu|P~2Vu, - Vo, (%) dx.
Q €

De forma inteiramente anéloga combinando (1.29), (1.31) e (1.33) temos

p
/ |VUa|P—2VUE - Vnpdr = / |va|p [1 + (p _ 1) (%) } dr
Q o o

u\P !
— p/ V. P2V, - Vu, <—5> dz.
Q Ve

Somando (1.34) e (1.35)

/ |Vu[P*Vu, - Vidr + / V. P2V, - Vipdr =
Q Q

[+ (&) (o0 (2) e

v\t u\P
— / P (—€> Vu[P?Vu, - Vo, +p (—€> |V |2V, - Vu,
Q Uu v

€ 3

(1.34)

(1.35)

(1.36)

dz.
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Usando o fato que u e v sao fungoes positivas temos

wp™t Pl
A1/ { P ——p—l} ug —welde = Al/u“ '771d9€+)\1/vp1-772da; (1.37)
Q Q Q

u? vF
= )\1/ |u|P~ % - nldm—i—)\l/ [v[P~2v - 1y @38)
Q Q

-1 5
vF

0 ()Y war s (1100 (%)) o]

p—1 p—1
(—) |Vu.|[P?Vu, - Vo +p (%) |V P2V, - VUE] dx.

p—1 p—1
S }~[up—vf]dx—

€ €

Por outro lado observe que

v P v p—1
/ (H(p - (_> )'V%'pdﬂf‘/ y <_) Va2V, - Vu.da =
Q Ue QO Ue
v p v p v p—1
= / [[Vus\p +p (—6> |Vu|P — (—8) |Vu€|p] dx — /p (—€> |Vu, P2V, - Vo.dx
Q Ue Ue Q Ug

Ve

p—1
= / [|Vinu|? - ue + pve? |Vinu.|P — of - |Vinu.|| doz — / P (—) |Vu.[P?Vu, - Vo.dx
0 u

Q (3
p

= / [|Vinu|? - u. + pve?|Vinu.|P — of - |Vinu.|| doe — / p vig |Vu P2 Ve Vvedx

Q Q uf Ue Ve
= / [|Vinu.|P - u. + poe?|Vinu.|P~* - Vinu, - Vinu. —of - |Vinu.|] dz

0
— / p?|Vu [P~? - Vinu, - Vinv.dx. (1.39)

Q

Portanto
v \” v\
/ (1 te-1) (_) ) [Vuelde - / P (_> VP2V, - Vo.de =
Q Ue Q Ue
= / [[Vinu. [P ue + pve?|Vinu|P~* - Vinu. - Vinu. — of - |Vinu.|] dz
Q
— / poP|Vinu.|P~2 - Vinu, - Vinv.dz
Q
:/ [ue.|Vinu [P — 2. |Vinu.|| dx
Q

— / po?|Vinu|P~? - Vinu, - (Vinv, — Vinu,)dx. (1.40)
Q
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De uma forma totalmente analoga também obtemos
u\" u\"
/ (1 +(p—1) (—E) ) Vo |Pdx — / D (—€> Vv P2V, - Vu.dz =
Q Ve Q Ve
- / [|[VInv.|P - v, 4+ pu?|Vinu P~ - Vinw, - Vinw, — ? - [Vinov,|] dz
Q
- / pul| Vo [P~2 - Vinv, - Vinu.dx
Q
= / [ve - |[Vinv P — u? - |Vinv.|| dex
Q
- / pul|Vinv. [P~2 - Vinv, - (Vinu, — Vinv, )dz. (1.41)
Q

Substituindo (1.40) e (1.41) em (1.39) temos

wub~t  prl
)\1/ [—1 - —_1] cul —Pldx = /[u’e’ — ?].(|Vinu.|P — |Vinv|P)dz  (1.42)
0 Q

(/4

- /pv§|Vlnu5]p_2VlnuE - (Vinve — Vinu,)dx
Q

— /pu§|Van€|p_2Van€ - (Vinu. — Vinv.)dz.
Q

Podemos observar direto do Teorema B.2 que o segundo termo da igualdade (1.42) é
<0.

Temos ainda o seguinte

p—1 p—1
iy | s = S| ) = 0 (1.43)

logo podemos considerar k£ > 0 tal que

S U {luel” + foe’] < 2ffu+ k[P + o+ K] (1.44)

el A

—1 —1 £
uf vk

Dai, sendo a medida de 2 finita temos que o ultimo termo da desigualdade acima é

integravel, entao podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada e obter

] up—l Up—l
lli% g {u?l - F} Jul =P = 0. (1.45)

Analisemos o caso em que p > 2, de acordo com o Lema B.2 temos



Capitulo 1. O Problema de Autovalor do Operador p-Laplaciano.. 25

1 1 1
0 < ﬁ/g; {u_g + F] NveVue — u Vo |Pdz

3

1

= oy /Q[uﬁ + o] - |Vinu. — Vinv, |[Pdx

< / i — 7] - (|Vinul? — |Vinv.|)de
Q

- / poP|Vinu|P~*Vinu, - (Vinv, — Vinu,)dx
Q

- /puﬂVlnvs\pQVlnvs - (Vinu, — Vinv. )dz.
Q

Fazendo e — 0" aplicando o lema de Fatou (A.1) juntamente com (1.45) temos

1 ..
0 < —/ lim inf
2p—1._ 1 QE—@+

1
< — lim inf/
2p*14__1 e—0t Q

1 1 1
- R _ P
S oo Slir(r]l+ : [ué’ + vé’} |v-Vu, — u.Vu.|Pdx

p—1 p—1
Q

=07t Ue Ve

L
vf

] NveVue — u Vo |Pdz

m:*dl = n%l =

1
+ ?} v Vue — u Vo |Pdx
€

IA

Portanto

1 1 1
lim —/ [ + —p} v Vue — uVo|Pde =0
0 Ve

e+ 201 — 1 Jo [P
Donde concluimos que uVv = vVu, ou seja u = kv para alguma constante k. De fato,

temos
o que implica,

Portanto u = kv, para alguma constante k.

Agora tratemos o caso 1 < p < 2, aplicando o Lema B.2 temos
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|v.Vu, — u.Vo,|?

0o < C sEpE Ep d
< @)LOWU)W +U)(%WQQ+UAV%D”p$

(U5U£)2 ‘UEVUE - U5VU5‘2
C(p) /Q(ua'Ug) (ua T UE) (UQUE)Z (U5|VU6| + Ua|vva|)2_p

VInv, — Vinul|?
- C PP d
(p)/gz(ua_i_UE)(]Vlnvs\—i-|Vlnu8|)2p v

/W; — 02 - (|Vinu. P — |Vinv|P)dz
Q

dx

IA

— /pv£’|Vlnu5|"’_2VlnuE - (Vinv, — Vinu.)dz
Q

- /pu’g|Vl7wg|1D_2Vlm;E - (Vinu. — Vinv.)dz.
0

Fazendo ¢ — 0% aplicando o Lema de Fatou A.1 na desigualdade acima juntamente

com (1.45) temos

. . |U€vu6 - U6VU€|2
0 < C 1 f(ucve )P (ue &)’ d
< ) | Jip it (o 0 e
”UEVUg - UEV'U5|2
dx

< mnmam/W&V%+%V
Q

e—0t

(V| Vue| + ue| Ve |)2—P

. |v.Vu, — u.Vo,|?
< lim C uv )P (ue + vo)P dx
T 0t (p)/ﬂ( ' ) (V| Vue| + ue | Vue|)2P
p—1 p—1
< lim )\1/ {u—_l — U—_l} Ju? — P = 0.
=0t Jo [uf vF

Portanto

. |v.Vu, — u.Vu,|?

lim C UV )P (ue + v)?P dr = 0.

0t (p)/Q( eve)" (te + ve) (0| Vue| + ue| Vo] )P
Donde concluimos que uVv = vVu, ou seja, u = kv para alguma constante k. 0

Teorema 1.5 Toda autofunc¢ao positiva é sempre uma primeira autofungao, ou seja,

sev >0 € uma autofuncao correspondente a um autovalor X, entdo X = A\;.

Demonstracao. Seja v > 0 a autofuncao correspondente a um autovalor X\. Sejau > 0
a primeira autofuncao correspondente ao primeiro autovalor A\;. Pelas estimativas feitas

no Teorema 1.4 temos o seguinte
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ub—1 pp~1
/ {)\1 T — A p_l} Sul —oPldr = /[u§ —v?] - (|Vinu P — |Vinv|P)dx
Q Ue Ve Q
— / poP|Vinu |P~*Vinu, - (Vinv, — Vinu,)dx
Q

- /pu§|VlnvE|p2VlnvE - (Vinu, — Vinv.)dz.
Q

E como ja vimos o ultimo termo desta igualdade é nao negativo.
De uma forma analoga ao feito na demonstracao do Teorema 1.4, fazendo ¢ — 0*

temos o seguinte

ub—t pp~1
lim [)\1 B DY P / D= A [ — "z < 0. (1.46)
=0 Jq u? vE Q

O que é uma contradi¢ao se A > \;, pois caso isto ocorra, teriamos o seguinte
A=A <0 e /(up—vp)dxzo.
Q

Como v pode ser substituida por qualquer multiplo kv, considere k suficientemente

grande de modo que

u(z)? < (maxu(x))? < (kminv(z))? < (kv(zx))?P,

sendo u,v > 0 temos

/(up — (kv)?P)dz <0,
0

contradicao.

Portanto A = ;. O
Definicao 1.6 Sejam w;, + = 1,2,... autofuncoes associadas respectivamente
aos autovalores \;, i = 1,2,... vamos designar por linha nodal de u; o conjunto

N(u;) = {z € Q;u; = 0} e por dominios nodais as componentes conexas de Q\N(u;).

Teorema 1.7 Qualquer autofuncao tem apenas um niumero finito de dominios nodais.
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Demonstracgao. Seja u uma autofuncao correspondente a um certo autovalor .
Se N; denota a componente conexa de um dos conjuntos Qt = {z € Q;u(x) > 0} e
Q- = {z € Q;u(z) < 0}, entdo sendo v uma funcio continua temos que u € Wi (N;).

Temos o seguinte

/ |VulP~2Vu - Vudr = )\/ |u|P~2u - udz,
N N;
ou ainda
/ \Vul|Pdr = )\/ |ul? - udx. (1.47)
N N

Para 1 < p < N usando a Desigualdade de Hélder A.5 e a imersao de Sobolev em

(1.47) temos

IVulllo = /\/N |ul? udx

J

N % N NA_fp
< A / lede| - / |uP| N=rdx
Nj N;
= AN~ - ¥ (@)
= AN full” v
L5 (@)
< AINGIY - C(N,p) - [[Vull 7o) (1.48)

Onde C(N,p) é a constante da imersdo de Sobolev de Wy(N;) em LP(N;).
De (1.48), temos

IN;| > A~ > C(N, p) . (1.49)

Portanto de (1.49)

|Q|>Z|N|>)\ »C(N,p)~ 21 (1.50)
J

Portanto a soma das medidas das componentes conexas é menor ou igual a
)\_%C(N,p)_1 < +ooparal <p< N.

1 1
Suponha agora p > N, e sejam a e 3 > 0, tais que, — + B = 1. Entao temos
o
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IVullfey = A [l uda

) :
/ 1ﬂd1’] : [/ |up|°‘dx]
N; N;

J

1
= AING|Z - [u]| ooy (1.51)

< A

Sendo o > 1 temos ap > p, logo ap > p > N. Desde que §2 tem medida finita valem

as seguintes imersoes

WL(Q) s L®(Q) — LoP(9). (1.52)

Dai temos

||u||L0<P — C(N’ P) HU’Hp 1p(Q)7 (153)
de (1.51) e (1.53) temos
1
Hvu“ip(ﬁ) S )‘|Nj|’6 ’ “quZP(Q)O(va)ﬂ
ou ainda,
Nl = APON,p) . (1.54)
Donde segue que
Q] =) N[ = A Pe(N ﬁZ1
J
Portanto o numero de dominios nodais é sempre finito. [l

Teorema 1.8 O primeiro autovalor € isolado, ou seja existe o > 0 tal que Ay € o unico

autovalor no intervalo [0, «].

Demonstragao. Provaremos o teorema argumentando por contradi¢ao. Suponha
que exista uma sequéncia de autovalores A\, que tende para \;. Seja u, a sequéncia de

autofuncoes correspondentes em W (Q). Temos entao
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/|Vuk]pdx
A — )\, onde / lug|Pdx = 1. (1.55)
Q

/ lug [Pdx
Q

, o < 1
Pelo Teorema 1.1 existem uma subsequéncia ug, e uma fungao u pertencentes a W,"(€2)

tais que ug;, — u e Vuy, — Vu em LP(Q2). Por semicontinuidade inferior fraca temos

|Vu|Pdx |Vuyg|[Pdx
Q < liminf 22
/\u]pdx e /]uk]pdx
Q Q
= liminf )\
j—o0
- )\1.

Ou seja u é a primeira autofungao. Desde que u nao muda de sinal em €2 podemos

supor u > 0.

Se A\x # A1, entao u, muda de sinal em 2, pois apenas a primeira autofungao
nao muda de sinal em €) ver Teorema 1.3. Do Teorema 1.7 segue que quaquer outra
autofuncao diferente da primeira muda de sinal em §2. Observe que ambos os conjuntos
Qf ={x € Qup(z) >0} e Q) ={z € Q;u(xr) < 0} sdo nao vazios e tem medida nao

nula, pois do Teorema 1.7 decorre que
Q] > IN;| = ANC(N,p)™t e Q7 = [N > M{C(N,p) ™,

ondeA:—%sel<p<NeA:—Bsep2N.
Isto impede uy; de convergir para uma fungao positiva em LP(€2). Com efeito, os

conjuntos

QF = limsup Q:J e 17 =limsup

tem medida positiva. Podemos assumir que u = lim u; q.t.p. em §2. Passando a uma
subsequéncia caso necessite, temos u > 0 q.t.p. em QT e u < 0 q.t.p. em Q™. O que é
uma contradigao.

Portanto o autovalor \; é isolado. ]
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1.3 O Problema de Dirichlet para o p-Laplaciano

Nesta secao estudaremos a existéncia, unicidade e regularidade de solugao para
um problema de Dirichlet envolvendo o p-Laplaciano, que servird de suporte na de-
monstragao de resultados nos capitulos seguintes.

O problema de nosso interesse no momento é dado por

—Apyju = f(z), em Q
u = 0, sobre 0N

(1.56)

Onde f € W= (Q), @ ¢ RV é um dominio limitado com fronteira suave, p > 1 e —A,
denota o operador nao linear p-Laplaciano, que ja definimos no inicio do capitulo.
Afim de garantir a existéncia de solugao fraca para o problema (1.56) enuncia-
remos um teorema e um lema cujas demonstragoes podem ser vistas em [25| e serdo
referéncia na demonstragao do teorema de Browder-Minty, com o qual provaremos a

existéncia de solugao fraca para o problema (1.56).

Teorema 1.9 Seja f : RY — RY continua e coerciva. Entdo para cada a € RY a
equagao

flu)=a (1.57)
admite uma solucio u € RY.

Demonstragao. Ver [25]

Lema 1.2 Sejam X wm espaco de Banach reflezivo, g € X e T : X — X um

operador continuo. Se u € X € solugao da inequagao variacional
(T'(v) —g,v—u) >0 (1.58)
para todo v € X, entao u satisfaz a equacao

T(u) =g (1.59)

Demonstragao. Ver [25]
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Teorema 1.10 (Browder-Minty) Seja X um espago de Banach reflexivo e separdvel
e seja T : X — X' um operador limitado, continuo, coercivo, e mondtono. Entdo

para cada g € X' existe uma solucdo da equagio

Tu=g (1.60)

’

Ou seja T(X) =X .

Demonstragao. Como X é separavel, seja (z,) uma sequéncia com Span denso

em X. Note que

X D X, =: Span{xy,xa,...,x,} (1.61)

O objetivo é aproximar o problema (1.60) por um problema em um espago de dimensao
finita. Seja g € X' e defina g, € X, como sendo g, := g |x, , de forma similar definimos
o operador T, : X,, — X; como sendo T,u := Tu}X para todo u € X,. Dados

u,v € X,, nos temos pelo Teorema 1.9

(9 — gn,v) = (T'u — Tyu,v) = 0. (1.62)
Temos diretamente das propriedades de T que T,, é
(i) limitado
(ii) continuo
(iii) coercivo

Usando o Teorema 1.9, dada g € X, existe u,, € X, tal que

Tn(“ﬂ) = On-

Considere (u,) C X.
Temos
(Tup, un) _ (Tptin; tn) — (Gns tn) _ [Ig]]-[[unl

= = < = llgll
1 1 [ (A
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Pela coercividade de T, devemos ter ||u,|| limitada. Mais ainda sendo 7" limitado ||Tu,, ||
¢ limitado. Usando a reflexividade de X e a separabilidade de X' por compacidade
fraca existem u € X, g € X' e uma subsequéncia que ainda denotaremos por (uy,) tais

que

U, — uem X

Tu, ~gem X'

Provaremos que g = g e que T'u = g.

Usando (1.62), para toda base que representa (z,,) temos

portanto g = ¢g. Ainda utilizando (1.62) temos que

<Tun7un> = <Tnun7un>
= {(Gn> Un)

= (g,un) — (g, u).

Usando agora a monotonicidade do operador 7" para todo v € X temos

0<(Tu, —Tv,u, —v) =

(T, up) + (T, —v) + (=T, u,) + (=T, —v)
— (g,u) + (g9, —v) + (=Tv,u) + (=T, v)

(9 —Tv,u—v)

(

Tv—g,v—u)

portanto (Tv — g,v — u) > 0. Entao pelo Lema 1.2, tem-se Tu = g. O
Provaremos a existéncia de solucao fraca para o Problema de Dirichlet envolvendo

o p-Laplaciano, como aplicagao do Teorema 1.10.
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Teorema 1.11 O problema

-Aju = f(z), em
u = 0, sobre 01,

onde f € W' (Q), Q@ € RN ¢ um dominio limitado com fronteira suave, p > 1 e
—A, denota o operador nao linear p-Laplaciano. Admite uma inica solug¢ao fraca
u € WyP(Q).

Demonstracao. Sendo Wol’p () um espago de Banach reflexivo e separavel e
—A, : WyP(Q) — W5 (Q) um operador limitado, continuo coercivo e monétono,
ver Teorema 1.1, logo as hipdteses do Teorema 1.10 sao verificadas. Portanto existe
uma solugdo fraca u € Wy*(9) do Problema (1.11).

A unicidade é garantida pela injetividade do operador —A, que também foi

provada no Teorema 1.1. O

Observagao 1.2 A solugio u do problema (1.11) é de classe C**(2), para algum
a € (0,1), desde que f € L>(R).

A justificativa da Observagao 1.2 pode ser vista em [13].



Capitulo 2

O Problema Escalar

2.1 Existéncia de Solucoes para uma Classe de Pro-

blemas Envolvendo o p-Laplaciano

Neste capitulo, discutiremos a existéncia de solugoes para uma classe de pro-
blemas envolvendo o p-Laplaciano com mudanca de sinal nas fungoes peso. Mais pre-
cisamente, estudaremos a existéncia de solugoes fracas para o seguinte

problema escalar de contorno

—Ayju = Ag(x)f(u), em Q
s = Agla)(w) o)

u = 0, sobre 0f),
onde A > 0 é um parametro,  C RY ¢ um dominio limitado com fronteira suave,
N > 1, A, denota o operador p-Laplaciano definido no Capitulo 1 para p > 1. A
funcao g ¢ de classe C'(2) e muda de sinal, e a fungao f de classe C" satisfazendo

f(0) > 0. Em nosso caso vamos nos restringir a clase de fun¢oées g com mudanga de

sinal, positivas no interior de {2 e negativas para valores suficientemente proximos de

092.
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2.2 Existéncia de Solucoes

A fim de definir uma classe de fungoes g com a qual trabalharemos, consideremos
inicialmente o problema de autovalor estudado no Capitulo 1. Seja ¢; € C*(Q) a
primeira autofungao correspondente ao primeiro autovalor A; de (1.20) tal que ¢; > 0

991

em ) e o < 0 em 02, onde 7 é a derivada normal exterior a 92. Em todo este
Ui

capitulo, \; e ¢; sempre denotarao, respectivamente, o primeiro autovalor e a primeira

autofuncao do problema (1.20). Por simplicidade vamos considerar ||¢1 ||y = 1.

Provemos que existem constantes positivas m,d e o que dependem de 2 e

verificam
IVoi[P — Mgl >m, em Qs (2.2)
e
¢1 >0, em §g=Q\Qy, (2.3)
onde
Qs = {x € Q;dist(z,00) < d§}.
Temos 0 = ¢ em 0N e % < 0 em 02 o que implica % < —n em 0f2 para
n n

algum n > 0 . Por simplicidade vamos normalizar o vetor 7 e pela desigualdade de

Cauchy-Schwarz temos,

9¢
|Vl - [nl < (Vén,m) = =~ < —n
U]
= —=|Vu|-[n] < —n
p
= Vol > o =7,
[nl”
fazendo n? = m; teremos o seguinte
Vi |P > my.

Sendo ¢ = 0 em 0f), pela continuidade de ¢; podemos considerar ¢ suficientemente
pequeno de modo que A¢f < L em ().

Portanto,
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m
VP — Mo > 71 ‘= m.

Por outro lado sendo ¢; uma fun¢ao continua e o conjunto m compacto temos que
¢, atinge um minimo em m, entao fica provada a existéncia de um o € R que
satisfaz ¢ > o em Qp = Q \ Q.

Ao longo deste capitulo assumiremos as seguintes hipoteses a respeito da funcao

g. Existem constantes positivas (e r tais que

gx) > —F em (2.4)

gx) >r em €. (2.5)
Defini¢ao 2.1 Uma fungio u € dita subsolugdo fraca do problema (2.1) se
ue WP (Q)NCQ) € tal queu=0 em IN e
/ |VulP~?Vu - Vwdr < / Ag(2)f(u) - wdx, para todo we W
Q Q
onde W = {w € C(Q);w >0 em Q}.
Uma fun¢io u € dita supersolugao fraca do problema (2.1) se
Te WP (Q)NCQ) €tal quem=0 em IN e

/[Vﬂ|p2Vﬁ-dex2/)\g(x)f(ﬂ)-wdx para todo w € W.
Q Q

Defini¢ao 2.2 Uma fungao u € dita solugdo fraca do problema (2.1) se
uwe WP(Q)NC(Q) ¢ tal que u=0 em IQ e

/Q |Vu|P~*Vu - Vwdr = /Q)\g(x)f(u) cwdz,  para  todo w € WyP(Q).

2.3 O Método de Sub-Supersolucao

Provaremos a existéncia de uma solugao fraca para o problema (2.1) utilizando o
método de sub e supersolugoes.

Considere o seguinte problema
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—Apju = f(z,u), em Q
u = 0, sobre 0f)

(2.6)

Onde © C RY ¢ um dominio limitado regular. A funcao f : Q2 x [0,00) — R &
Carathéodory com f(z,.) ndo decrescente e f(.,u(.)) € L>(2), para u € L>®(Q2).

Defini¢ao 2.3 A funcio u é dita subsolugao fraca de (2.6) se u =0 em 02, u €
WyP(Q) N C(Q), e verifica

/ [VulP*Vu - Vedr < / f(z,u)pdz. (2.7)
Q Q

para toda o € WyP() com ¢ > 0.
A fungio U ¢ dita supersolugao fraca de (2.6) sew =0 em 0Q, u € W, P(Q)NC(Q),

e verifica

/ |VulP~*Vu - Vdz > / f(z,a) - pdx. (2.8)
Q Q
para toda o € WyP(2) com ¢ > 0.

Defini¢ao 2.4 A fun¢ao u € dita solugao fraca de (2.6) se u = 0 em 09, u €
WP (Q) N C(Q), e verifica

/Q |VulP*Vu - Vodr = /Qf(x, u) - @dx, (2.9)

para toda ¢ € W, *(Q).
Antes de provarmos o resultado de sub-supersolugoes exibiremos um resultado de

regularidade.

Lema 2.1 (Estimativa C'*, Tolksdorff, Liebermann.) Seja Q wum dominio li-
mitado de classe C*P(Q) para algum § € (0,1), e seja u € WyP(Q) N L®(Q) tal
que Ayu € L®(Q). Entio u € CH(Q) e [ullcra@ < Ki para algum o € (0,1) e uma
constante Ky > 0. As constantes o e K dependem apenas de N, S, p, ||ul|r~q) e de

1Apull L= (0
Demonstragao. Ver Liebermann [16] e Tolksdorff [32].

Lema 2.2 Se existem uma subsolu¢do u e uma supersolu¢ao w do problema (2.6), tal
que, v < uw em (. Entao o problema (2.6) admite uma solugdo fraca
u e WP (Q) N CHQ) que satisfaz u < u < T.
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Demonstragao. Seja ug = u € C(). Logo existe M > 0 tal que |u(z)| < M

para todo x € ). Segue que

f(xauo) = f(x,g) S LOO(Q)

e daf
f(z,up) € L*(Q2) para todo s > 1.

Como é conhecido do Capitulo 1, mais precisamente do Teorema 1.11 o problema

—Apyu = f(z,up), em Q

(2.10)
u = 0, sobre 012,
admite tnica solucao fraca u; € VVO1 P(€2). Além disso, podemos observar que
_Apul - f(I,UO) - f<x7ﬂ) Z _Apg em )
e
u = u; em OS).
Pelo Principio da Comparacao Fraca temos
u<u; em . (2.11)
Por outro lado,
—Ayuy = f(z,u) < f(z,u) < —A,T em
e
up = u =0 em OS2
Novamente, pelo Principio da Comparagao Fraca, temos
up <u em S (2.12)

Entao de (2.11) e (2.12) segue que

2l

u<u <u, em (2.13)
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Dai segue que u; € L*(f2), pois esté entre duas fungoes limitadas.
Como u; € L>(Q) N WyP(Q) e é solucio de (3.13), pelo Lema 2.1 temos que
U € Cl’a(ﬁ).

Novamente, consideremos o problema

—Apju = f(z,u), em Q

(2.14)
u = 0, sobre  0f2,
que admite tnica solucao uy € W,y (Q). Notemos que
Apus = f(z,uy) > f(z,u) = —Apuy em
e
Uy = u; = 0 sobre 052
Entao pelo Principio da Comparacao Fraca temos
up < ug, em S (2.15)
Por outro lado temos que
Apug = f(z,u) < f(z,0) < —A,u em €
e
up =us =0 em Of).
Pelo Principio da Comparacao Fraca C.3 temos
uy <, em (2.16)
De (2.15) e de (2.16) temos que
w < uy <. (2.17)

Daf uy € L>®(2), sendo solucio de (2.14), pelo Lema 2.1 segue que uy € C1*(0Q).

Até agora concluimos que

u < u <uy <. (2.18)
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Continuando com este raciocinio, obtemos uma sequéncia de problemas

—Apu, = f(x,un—1), em Q

(2.19)
Up, = 0, sobre  0f).
Cujas solucoes u, € Wy"(Q) N CY*(Q) verificam o seguinte
US S Uy SUpgr S0 S (2.20)

Como toda sequéncia monotona e limitada é convergente, segue que podemos definir a

funcao

u: Q@ —R
r — u(x) = lim u,(z).
Aplicando o limite em (2.20), obtemos:
u < u<mu.

De uy(z) — wu(z) e f(x,up—1) € L®(2) ser uma fungao de Carathéodory, temos pelo

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

lim f(x,un_l)dxz/gf(x,u)dx. (2.21)

n—oo Q

Por outro lado temos

/ |V, |[P~2Vu, - pdr = / fz,unq) - @dx,
Q Q

—lullze@ Su<ug <o Sty <o LT L U] L)

Dali,

/ﬂ Vunl? = / F (@) - tnde < ||y (el ey + @) 1921

Portanto (u,) é uma sequéncia limitada em W, (€2). Sem perda de generalidade temos
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(i) u, — u em WyP(Q)
(i) u, — u em LP(2), (imersao de Sobolev)
(iil) up(x) — u(zr) q.t.p em Q.

Se p > 2 e usando a Observacao B.1 temos

0 < cp/ |V, — up,|Pdr < /(]Vun|p2Vun — | VU |P 2V, Vi, — Vu,)ds
Q Q
= / VU, P2V, - (Y, — Vi, )ds — / (VU |P 2Vt - (Vt,, — Vi, )dx
Q Q
= / flxup_1) - (U — U, )dx — / fz,um—1) - (uy — up,)dx (2.22)
Q Q

Agora pela Desigualdade de Holder temos

IN

/Qf($, Up—1) - (Up, — Up,)dz

I£lo) | o = tnlda
Q
< M lemllin —wnll @@l (2:23)
Entao de (2.22) e (2.23), concluimos que (Vu,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em
LP(Q).
Logo Vu, — Vu em LP(Q). Ou seja u, — u em W, (). Pela continuidade

do operador —A,, provada no Teorema 1.1, segue que

—Apu, — —Apu.
Se 1 < p < 2 pela Observacao B.1 temos
2 2

<c s ¢
P (20)2—1) p(”unHWOl’p(Q) + ||um||W01’P(Q))2—p

< /(]Vun\p_ZVun — |Vt P2V, Vu, — Vi, )dr,
Q

. 1 . .
pois de u, — u em Wy"(2), tem-se que HunHW&,p < C. De uma forma inteiramente

analoga ao caso em que p > 2 temos que
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—Apu, — —Apu.

Portanto podemos concluir a fungao u é solugao fraca de (2.6). Como u € L*°(Q),
pois u < u < T, segue que u € Wy (Q) N L®(Q) e sendo solucio fraca de (2.6) segue
que Ayu € L®(Q), entdo pelo Lema 2.1 u € CH(Q). d

2.4 O Resultado Principal Para o Caso Escalar

Antes de enunciarmos o resultado principal, vamos considerar o problema auxiliar:

—Aye =1, em Q
e = 0, sobre 0f),

(2.24)

que pelo Teorema 1.11 admite solucao fraca tnica.
Agora estamos prontos para provar o principal resultado deste capitulo, cuja

demonstragao encontra-se em [6.

Teorema 2.5 Seja f : [0,00) — R uma funcio de classe C', ndo decrescente, tal

que f(0) > 0. Suponha ainda que exista vy > 0 tal que

A )
F) fe) > 2. é, onde o = or—1, 3 e r aparecem, respectivamente
fly) —om o
em (2.4) e (2.5)

P (p=1\T
B (1)
1

fye) p
onde - .
s p T
ply) = sup e k(7)) = == llellie @A e
s€[k2(7),00) f(S) ”e”iool(g)go p—1
go =supg(xz), e € CY(Q) € a tinica solugio fraca positiva de (2.24).
zeQ

Entio existe uma solucdo positiva de (2.1) para todo X € [A(7),A(7)] onde

M) 1)
Aly) = oy A(y) = min{A* (), u(v)} e A(y) = W'W-

Demonstragao. Inicialmente provemos que (F;) implica A(y) < A*(v) e (F3)

/N

implica A(y) < p(7) donde segue que A(y) < A(7y). De fato, de (F}) temos o seguinte
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= f(ya)-r-m > M3 f(v)
)\1 m

fa) 7 = () B

=

p—1
sendo (p%ﬂ) > 0 temos

Portanto A(7y) < A*(7).
Por (F3) temos,

=

Vu=Lyg{ " - Voy e [Vu| = Liyo{ ™ - [Val.

Assim, observando que \; é o primeiro autovalor de (1.20) e ¢; é a primeira autofungao

de (1.20) e aplicando a regra do produto temos
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1\ P2 1
/ VulP?Vu - Vwdr = / (wal) Vo2l TV, - Vwdz
Q o \P— p—1

1
_ (ﬁv)l [ w900 Vuda
_ <]%7) [ 9P 901 (90r - w) — wVon)ds
- <%v) /Q (IV1"2Vé1 - V(61 - w) — wViey] da
- <%v) | w90 Vo wids — [ (Vo - wds
_ (%V)p_l./g)\lwlyp2¢1.(¢1.w)dx—/g\v¢1\p~wdx
- (]%v) | udt = 9en7] - v (2.25)

Dos célculos anteriores, note que u sera subsolugao de (2.1) se a seguinte desigualdade

ocorrer

p—1
/ VOV V- wde = <L7) - / e — [Véul?] - wdz
Q p—1 Q

< / Ag(@) () - wd,

para todo w € W. Provemos que isso ocorre.

Em Qs definido em (2.2) temos

(20) - wer) < —m (2]
< -\, (220

()"
(

pois A < A*(y) =m - Ok

Relembrando que ||¢1 | () = 1 temos ¢1(x) < 1 para todo x € 2 e usando a mono-

tonicidade da funcao f, temos

PP <1=q00 <v= f) 2 (107 7).
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Portanto,

1) < —f (7077). (2.27)

substituindo (2.3) e (2.27) em (2.26) e usando (2.4) ficamos com

(GZr) - iwa < xsr (rof)
< Ag(x)f (wﬁ{% )
= () (w), (2.28)

para todo x € ()s.

p—1
M (5 17)
Agora, em Qy = Q \ Q5, usando o fato que A > A(v) = o) segue de (2.3),
r
(2.5) e da monotonicidade de f

N

(L) wet-ver) < (S25) oa

Ar f(ya)

g(2)F(30] )

Ag(a) f (). (2.29)

IN TN

para todo x € €y. Portanto de (2.25), (2.28) e (2.29) segue que

p—1
/ \Vul|P*Vu - Vwdr = <L7) . / Ad] — |V |P] - wdx
Q p—1 Q

< / Ag(@) () - wda.

Ou seja, u é subsolugao fraca positiva de (2.1).

Por outro lado, desde que A < A(7) < u(y) escolha R(Y) € [ka(7), 00) tal que

[R(y)]P~!
= F(RM)) - llellf=q, - 90

observe que R(7) existe pelas propriedades de supremo.

< p(), (2.30)
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Definindo

_R(y)
lell (@)

R(y)-e

, temos Vu= ﬂVe e ainda |Vu| =
lell (@)

———|Vel.
lellz )

u =

Entao, para todo w € W, pela monotonicidade de f, usando (2.30) e o fato que e é

solugao fraca de (2.24), temos

p—2
/\VH\pQVﬂ-dem = /( Ve |> ﬂVe Vwdx
Q 0 thm lefl o=
(H l ) /]Vep_QVe-dex
L=(Q Q
1-wdx
(H [ ) /Q
/ R " ~wdz (2.31)
a \llellz=@)

> AAﬂMmewM

> LAﬂ@f<£%g£)%wx
_ /Q (@) f () - wdz.

Portanto @ ¢ supersolugao fraca de (2.1).

Desde que R(7y) > ka(7), temos

P ooT
R(v) > P elle@Ar ™,

o que implica,
1
R(’}/) Z p . ’y . Af71
el ~ p—1

elevando ambos os membros da desigualdade por p—1 e relembrando que ||¢1 /L) =1

temos
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R p—1 p—1 p—1
L (e ) e
lell ze (@) p—1 p—1

p—1
> (L50) et (9l

Portanto de (2.25), (2.31) e (2.32) temos para todo w € W que

p—1
/’Vﬂ\pZVﬂ-de:L’ = /(M> -wdx
Q o \llell=@
P\
(20) - [ oot - (9w
Q

p—1
= / |Vu[P*Vu - Vwdz,
0

v

ou seja,

/ |ValP~2Va - Vwdz > / |Vu[P2Vu - Vwdz
o 0

para todo w € W, isto é,
—Apu < -Ayju em Qecomo u=uem I pelo Principio da Comparacao
Fraca segue que u < u em ().

Portanto, pelo Lema 2.2, o Problema 2.1 admite uma solugao fraca

ue WyP(Q) N CHQ). O
Corolario 2.6 Suponha que exista vy > 0 tal que para~y > vy a condi¢ao Iy € satisfeita
5
e a funcao f € sublinear no infinito, ou seja, lim fp(_z = 0. Entao o problema (2.1)
S§—00 S

admite uma solugdao positiva para cada A > A(7o)-

Demonstragao. Por hipotese temos que a condigao (F}) é satisfeita para todo

v > 0, seja A(y) < A*(7), para todo vy > 7.

Sendo f sublinear no infinito, temos p(7y) = 400 para vy > 0, pois

sP1 1
p(y) = sup — 00, quando s — oo.

selka(m.o0) [(8) el 90

Logo (F») é satisfeita para todo v > 0. Entao pelo Teorema 2.5, existe uma solugao

fraca positiva para todo
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reS:=JRPm Al

=70

pois,

A(7) = min{A"(7), p(7)} = X*(7).
Sendo f sublinear no infinito, temos
p—1 p—1
W) M) e

lim A(y) = li = lim ——— = 2.
vl—{rolo_w) — f(ya)r raP-1 4o f(ya) oo (2:33)

» p—1 p—1
m() )
lim \*(v) = lim = lim = +o00. (2.34)

p%l
Sendo A(7y) e A*(7) fungbes continuas, de (2.33) e de (2.34) obtemos

S = [)\0, OO), onde )\0 = A(’Y@)

O
0 A
Corolario 2.7 Seja M > 0 tal que, fjs/[) P s e f(s) < M para s > 0. Entao
m. T
(2.1) admite uma solugdo fraca positiva para todo A > 0

Demonstracao. A hipotese de que
satisfeita paray > 0. De fato, temos a = o

da fungao f. Logo

flya) _ f(ya) Al.g (2.35)
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Portanto, de (2.35) temos que (F}) é satisfeita, e como consequéncia A\(y) < A\*(y) para

~ > 0. Usando novamente a hipotese de que f(s) < M para s > 0, obtemos

() sp~1 1 sp~1 1
ply) = sup : = -~  sup : =
5€[k2(v),00) f(s) ||€||12001(Q)go s€lka(v),00) M ||€||]2001(Q)go

— 00 quando s — o0,

ou seja, a condigdo (Fy) é verificada. Entao pelo Teorema 2.5 existe uma solugao

positiva de (2.1) para todo

reS =AM, ()]

Pois,
A7) = min{X*(7), u(7)} = X*(7).

Sendo f(s) < M para todo s > 0, temos

p N\ p \!
lim A(y) = lim . EV) > A <F> lim 777! = oo (2.36)
e S T I flya)r UM e ‘
e
p—1 p—1
lim A*(y) = lim " <I%7> > " <Z%> lim v*~! = +o0 (2.37)
=00 e f()B T BM e ' '
Logo de (2.36) e (2.37) temos lim A(y) = oo = lim A*(7), e como (0) = 0, sendo \ e
Y00 Y00 -
A* fungoes continuas de v temos que S = (0, 00). O

Vejamos agora, alguns exemplos como aplicacao destes corolarios.

Exemplo 1 O problema

{‘Apu = M@+ em 0 (2:38)

U = 0, sobre 0f),

onde 1 < q < p e a fungao g satisfaz as condigoes (2.4) e (2.5) respectivamente. Admite

solucao positiva para todo X > \g.
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Demonstracao. Seja f(u) = (u+ 1)‘1_1, com 1 < g < p. Note que a funcao f
satisfaz as seguintes propriedades
(i) f e Ch

(74) f é mondtona nao decrescente, pois se u; > us > 0 temos

flun) = (w + 1) > (up + 1) = fus),

jaque g—1>0.

(7ii) f é sublinear no infinito, pois,

lim f(s) lim —(S + 1) (s + 1) . s

= = lim
S—00 Sp_l S—00 Sp_l S$—00 Sp_l Sq_l
!
= lim 1+ - - s17P
S$—00 S
= 0.

E ainda temos f(0) = 1. Observe também o seguinte

1)t
o fhe) L Gat D)
y—oo f(7) s—oo  sYT
1\ 71
= lim o7 ! Tt
Y00 v+1
- 21

MB anis g .
2LEentao a condigao (F1) é

Assim se g for suficientemente pequeno tal que o=t >
satisfeita para v > 7y, para algum -, > 0. Logo as hipéteses do Corolario 2.6 sao
satisfeitas. Portanto existe Ag tal que o problema (2.38) admite solugao fraca positiva

para todo A > Aq. O

Exemplo 2 O problema

{—Apu = Mg(x)eats, em  Q (2.39)

u = 0, sobre 02

onde a é uma constante positiva, e a funcao g satisfaz as condigoes (2.4) e (2.5)

respectivamente. Admite solucdo positiva para todo \ > 0.
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Demonstracao. Seja f(u) = eari, e observemos que f satisfaz as seguintes
propriedades

(i) f e Ch

(74) f é mondtona nao decrescente.

(z31) f é limitada.

A ultima afirmagcao decorre do fato de que f(0) = 1 e f(u) < e para todo u > 0.
De fato,

pois

<1l = < a.
a—+u a—+u

Entao pela monotonicidade da funcao f segue o resultado.

Dai, as hipdteses do Corolario 2.7 sao verificadas se g é suficientemente pequeno de

modo que e% > % . g Portanto o problema (2.39) admite uma solugao fraca positiva

para todo A > 0. O



Capitulo 3

Sistema do Tipo (p, ¢)-Laplaciano

3.1 Solucoes Positivas Para uma Classe de Sistemas

do Tipo (p, q)-Laplaciano

Iremos repetir o que foi feito no Capitulo 2, onde estudamos a existéncia de
solugoes positivas para uma classe de problemas escalares envolvendo o p-Laplaciano,
com mudanca de sinal na funcao peso. Neste capitulo iremos estender os resultados
obtidos no Capitulo 2 para um sistema envolvendo operadores com p-Laplaciano e ¢-
Laplaciano. Mais precisamente estudaremos a existéncia de solugoes positivas para o

seguinte sistema

—Ayu = Aa(z)f(v), em Q
—Ap = M(z)g(u), em Q (3.1)
u=v = 0, sobre 0f),

onde A > 0 é um parametro, 2 é um dominio limitado regular em R N>1. As funcoes
a e b, sdo de classe C1(2) e podem assumir valores negativos proximo a fronteira de
Q. As fungoes f,g : [0,00) — [0,00) sdo fungoes de classe C' nao decrescentes com
f(s),g(s) >0, para s > 0.

Para garantir a existéncia de subsolugao fraca para o sistema (3.1) faremos uso do

problema de autovalor do p-Laplaciano, onde no Capitulo 1 apresentamos resultados
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(p, q)-Laplaciano. »

sobre existéncia e regularidade de solugoes fracas do mesmo que é dado por

_Ar¢ = )‘|¢|T72¢7 €1l Q
[0) = 0, sobre  0f).

(3.2)

para r =p,q.
Consideremos inicialmente as primeiras autofungoes de (3.2), ¢, € C*(Q) para

r = p, q correspondentes ao primeiro autovalor A , parar = p, ¢ de (3.2) tal que ¢, > 0
a¢1,r
on

este capitulo A;, e ¢, sempre denotarao o primeiro autovalor e a primeira autofuncao

em ) e < 0, para r = p,q onde n é a derivada normal exterior a 0{2. Em todo

do problema (3.2) para r = p, ¢q. Por simplicidade, vamos considerar ||¢1,|/z@) = 1.
De uma maneira anéloga como no Capitulo 2 pagina 35, existem constantes po-

sitivas my ,, 61, € 01, que dependem de €2 e verificam

Vil —Aipdl, >mi em Qs (3.3)

¢1,p Z Ulap e1m Ql = Q \ ﬁ5171,; (34)

onde Q5 = {z € Q; d(z,00) <d,}.

E existem constantes positivas mi 4, 014 € 01,4 que dependem de €2, tais que

|v¢17q|q - )\1,q¢({,q > myq €m ﬁélyq (35)

quq Z Ul,q em QQ = Q \QBM' (36)

Onde Q5, = {z € O d(,00) < 01,}. Fazendo 6, = min{d,, 84},
v = max{dp, 014}, m = min{m; ,,my,} e 0 = min{oy,,01,} podemos concluir

que dependendo de €2 temos

Vi, rl" =M, >m em Qs (3.7)

¢1,r Z o em QO =0 \Q(;M. (38)
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Para 7 = p,q, onde Q5,, = {z € Q; d(x,00) < ,,}.
Por outro lado, na obtenc¢ao de uma supersolucao fraca para o sistema (3.1),

vamos considerar a tinica solugao positiva ( € VVO1 () do problema

_ATCT =

1, em Q,
r = 0, sobre 01,

(3.9)

para r = p,q. Que é garantida pelo Teorema 1.11. Pelo Lema de Hopf, temos que
8%’—(9”) < 0 em 0f2.

7
Para o nosso resultado principal assumiremos as seguintes hipoteses a respeito das

fungoes peso, existem constantes positivas ag, a, by e by tais que,

a(x) > —ag, b(x)>—by em (3.10)

a(x) > ay, b(xr) >by em . (3.11)

3.2 0O Método de Sub e Supersolucao

Considere o seguinte problema

—Apju = f(z,v0), em Q,
_Aqv = g(:E, U), €1 Qa (312>
u=v = 0, sobre  0f2.

Onde ©Q C RY ¢ um dominio limitado e regular. As fungoes f, g : 2 x [0,00) — R sao
fungoes de carathéodory com f(z,.), g(x,.) ndo decrescentes, e f(.,v(.)), g(.,u(.)) €
L>(R2) para u,v € L>(Q).

Defini¢ao 3.1 O par de funcées (u,v) € dito subsolugao fraca de (3.12) se u,v =0
em 09, u € WyP(Q)NC(Q), v e Wy'(Q) N C(Q) e verifica

[ 19upu-Vode < [ fa)- oo
Q Q
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/!VQ\Q_QVQ-dexS/g(fv,u)-wdrﬁ
Q

Q

Para toda ¢ € Wy P(Q), ¢ >0 e p € Wy(Q) com 1p > 0.
O par de fungées (u,v) € dito supersolugao fraca de (3.12) se u,v = 0 em 01,
Te WP (Q)NCQ), s €W, () NC(Q) e verifica

/ |VulP=2va - Vodr > / f(z,0) - pdx
0 0

/ IVo|92VT - Vpdr > / g(x,u) - pdx
Q 0
Para toda ¢ € Wy P(Q), ¢ >0 e p € Wy(Q) com 1p > 0.

Defini¢ao 3.2 O par de fungées (u,v) é dito solugao fraca de (3.12) se u,v =0 em
o0, u e WyP(Q)NC(Q), ve W, Q) NC(Q) e verifica

/ \VulP~2Vu - Vodr = / f(z,v) - pdx
Q Q

/ |Vo|7 2V - Vipdr = / g(x,u) - pd.
0 Q
Para toda o € Wy P(Q), e € Wyl(Q).

Lema 3.1 Suponha a existéncia de sub e supersolugoes (u,v) e (u,v) respectivamente
de (3.12) tais que u < e v <v. Entao (3.12) admite uma solugao fraca (u,v) tal que

u<u<uev<uv<TU.
Demonstragao. Seja vy = v € C(Q). logo existe M > 0 tal que |v(z)] < M

para todo x € ). Segue que

f(@,0) = flz,v) € L7(Q)

e dai,

f(z,v9) € L5(Q), para todo s > 1.
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Como é conhecido do Capitulo 1, mais especificamente do Teorema 1.11 que o pro-

blema

—Ayju = f(x,v), em Q

(3.13)
u = 0, sobre 0,
admite tnica solucio fraca u; € Wy*(€2). Além disso podemos observar que
—Ayuy = f(z,v) = f(z,v) > —Ayu em €
e
u=u; =0 em 0.
Pelo Principio da Comparacao Fraca temos
u<wu; em . (3.14)
Por outro lado
—Ayuy = f(z,v) < f(z,0) < —Ayu em €
e
u; =u =0 em 0.
Novamente pelo Principio da Comparacao Fraca temos
up <u em (. (3.15)
Entao de (3.14) e (3.15) segue que
u<u <7, em €. (3.16)

Dai segue que u; € L>®(Q2), pois esté entre duas fungdes limitadas. Pelo Lema 2.1
temos que u; € CH(Q).
Agora considere o seguinte problema
-Ap = g(x,u), em Q
v = 0, sobre 0,

(3.17)

onde g(z,u;) € L*(Q), para todo s > 1. logo existe tnica solucdo v, € Wy%(Q) de

(3.17). Além disso, por (3.16) temos o seguinte
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_Aqvl = g(xaul) > g(fl',g) > _Aqy em ()

v1 = v = 0 sobre 0f2.

Entao pelo Principio da Comparacao Fraca temos que
v<wvy, em . (3.18)

Por outro lado

S
@
B
2

_Aqvl - g(xaul) S g(l‘7ﬂ) S _Aq

v; =0 = 0 em 0f).
Entao pelo Principio da Comparacao Fraca temos

v <7 em (3.19)

De (3.18) e (3.19) temos

v<uv <7 (3.20)

Segue que v; € WyP(Q) N L®(Q) sendo solucdo de (3.17), pelo Lema 2.1 temos

vy € CH*(Q). Outra vez consideremos o problema do tipo

—Ayu = f(z,v), em Q
u = 0, sobre 09,

(3.21)

que admite Gnica solugao us € VVO1 P(€). Notemos que

—Apus = f(x,v1) > f(x,v0) = —Apuy em

uy = u; = 0 sobre 0f).



Capitulo 3. O Método de Sub e Supersolucao . 59

Entao pelo Principio da Comparacao Fraca temos
up < ug, em £ (3.22)
Por outro lado temos que
—Ayuy = f(z,v1) < f(z,7) < —Ayu em Q.

Pelo Principio da Comparacao Fraca temos

up <, em . (3.23)

De 3.22 e de 3.23 temos que

U < up <. (3.24)

Dai uy € L®(€2), sendo solucio de 3.21 pelo Lema 2.1 segue que uy € C1(0Q).

Seja o problema

—Ap = g(x,ug), em Q

(3.25)
v = 0, sobre  0f2
temos que g(x,us) € L*(Q) e s > 1. Logo existe tnica solucdo vy € Wy (€2).
Além disso por (3.24) temos
—Ayvy = g(z,u2) > g(z,u1) = —Ayvy em
e
vy = v = 0. em 0f).
Pelo Principio da Comparacao Fraca temos
v < vy em (. (3.26)

Por outro lado

_Aq/UQ = g(il?,UQ) < g(ajvﬂ) < _Aqu em (2

vy =T = 0 em 0f)
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Novamente por Principio de Comparacao Fraca temos
vy <T, em £ (3.27)
Concluimos até o momento que
u < u <uy<7u
(3.28)
v < 1< <U
Continuando com este raciocinio, obtemos duas sequéncias de problemas
—Aju, = T, Vp_1), em Q
sin = () 529)
Up, = 0, sobre 092
Cujas solucoes u, € W,*(Q) N CH*(Q) e verificam o seguinte
U< Sy SUppn <0< T (3.30)
e
A, = T, Up), em Y
q 9( ) (3.31)
Uy, = 0, sobre € 0N
Cujas solugoes v, € W, 4(Q) N CH*(Q) e verificam o seguinte
VS S Uy SUpyp S0 S (3.32)

Como toda sequéncia monoétona e limitada é convergente, segue que podemos definir

as funcgoes

u: 9 —R

r — u(xr) = lim u,(x)

n—oo
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v: O —R

r —o(r) = lim v,(x)

n—oo

Passando o limite em (3.30) e (3.32) ficamos com:
usSusu e VSUv=TD

De u,(z) — u(x) e f(x,v,-1) € L>(f2) e uma funcdo de Carathéodory temos pelo

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

lim [ f(z, v, ldm—/fxv (3.33)
0

n—oo

de forma similar temos também que

lim g(:x,un)d:v:/gg(:v,u)dm. (3.34)

n—oo 0

Por outro lado temos

/ |V, [P2Vu, - pdr = / flz,v,-1) - @dx,
Q Q

—ullre@) Su<Lu <

Dali,

L1l = [ @) e < 1 lmo (Ll + []0) 9
Portanto (u,) é uma sequéncia limitada em W, (€2). Sem perda de generalidade temos
(i) up, — u em WyP(Q)
(i) u, — uw em LP(R2), (imersdo de Sobolev)

(iil) wup(x) — u(zr) q.t.p em Q.
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Se p > 2 e usando a Observacao B.1 temos

0 < cp/ |V, — up,[Pdr < /(]Vun\p_2Vun — |Vum|p_2Vum, Vu, — Vuy,)dx
Q Q
= / |V, P2V, - (Vu, — Vi, )de — / (Vi [P 2V, - (Vg — Vi, )dx
Q Q

= /Qf(x, Un—1) * (Uy — Uy, )dx — /Qf(x,vm_l) (U, — Uy )d. (3.35)

Agora pela Desigualdade de Holder temos

/Qf(ilfyvnl) Uy — Uy, )d

< HfHLoo(Q)/!un—um]d:c
Q
< Nl @llun = ol oo 19207 (3.36)

Entao de (3.35) e (3.36), concluimos que (Vu,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em
LP(Q).
Logo Vu, — Vu em LP(Q). Ou seja u, — u em W, (). Pela continuidade

do operador —A, provada no Teorema 1.1, segue que

—Apu, — —Aju.

Se 1 < p < 2 pela Observacao B.1 temos

2
|, — umHWOLp(Q) . 1t — tm?
(20)%-r -7

<cp

(||Un|‘wg’p(9) + HUmHW(}m(Q))Q_p
< /<|Vun|p_2Vun — |V |P 2V, Vi, — Vi, )d,
Q

pois de u, — u em Wy P(Q), tem-se que HunHWOLp(Q) < C. De uma forma inteiramente

analoga ao caso em que p > 2 temos que

—Apu, — —Apu.

Com os mesmos argumentos usados anteriormente pode-se mostrar que

—Agv, — —Agu.
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Portanto podemos concluir que o par (u,v) é solu¢ao fraca de (3.12). Como
w,v € L®(Q), pois u < u <Tew < v <7, segue que u € WyP(Q) N LX(Q) e
v € Wy(Q) N L®(R), sendo (u,v) solugio fraca de (3.12) segue que Ayu € L®(Q) e
Av € L®(Q) , entdo pelo Lema 2.1 u,v € C*(Q). O

3.3 O Resultado Principal de Existéncia

Nesta sec¢ao, vamos estabelecer a existéncia de solugoes para o sistema (3.1) via
o método de sub e supersolucoes.

Definigao 3.3 O par de fung¢des nao negativas (u,v) € dito subsolugao fraca de (3.1)
se (u,v) =0 em 0, u € WyP(Q) NC(Q), ve W, (Q) NC(Q) e verifica

/ |VulP—*Vu - Vwdz < )\/ a(z)f(v) - wdz,
0 Q

/ V|92V - Vwdr < )\/ b(z)g(u) - wdz.
0 0

Para todo w € W onde W = {w € C*(Q);w >0 em }.
O par de fungdes nao negativas (u,v) € dito supersolugao fraca de (3.1) se (u,v) =0
em 0Q, we W, P(Q)NC(Q), 5 € Wy(Q) N C(Q) e verifica

/ |VulP=*va - Vwdr > )\/ a(z) f(v) - wdz,
0

Q

/ Vo9 2Vo - Vwdr > A / b(x)g (W) - wdz.
Q Q

Para todo w € W onde W = {w € C°(Q);w >0 em Q}.

Defini¢ao 3.4 O par de fun¢des nao negativas (u,v) € dita solugao fraca do sistema
(3.1) se satisfaz (u,v) = (0,0) em 9Q, u € WyP(Q)NC(Q), v € W, (Q) NC(Q) e

verifica

/Q |VulP~*Vu - Vodr = /\/ a(z)f(v) - @dx,

Q
/|Vv]q2VU-dex:)\/b(x)g(u)~1/}da:.
Q Q

Para toda ¢ € Wy P(Q), e v € WyU(Q).
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Para enunciar o resultado principal deste capitulo assumiremos as seguintes hipote-

ses.

(Hy) f,g :]0,00) — [0,00) sdo fungoes de classe C'' nao decrescentes tais que
f(s),9(s) >0 para s > 0.
(H;) Para Todo M > 0,

= ty
Q hs
S Q
S =)
o ~
o -
-u <
\_“/ N
N AN
23
S I~
—
S (e
= =
A Q
VN N
/\ /\
b =3
SEN =
— —
SN—
m a
ﬁ ~e
q 5
'U ~a
v \:/
s B
~ <
VN T
/—\ /—\
K i)
= —
v \/
m g
=} ~ ,?
S S
< Q
|
N—— N————
N—— ——
—~ —~
w w
w w
X -

6)\1’(] 6)\1 P

1 —1 = b1 '
() ()|
p q

Onde m, o, ag, a1, by e by sao dados respectivamente em (3.7), (3.8), (3.10) e (3.11).

(3.39)

max

Agora apresentaremos nosso resultado de existéncia de solugoes.

Teorema 3.5 Suponha que (Hy)-(Hj) sao verificadas. Entao existe uma solugdo po-
sitiva de 3.1 para A € [A(€), A*(¢)], onde

1
A*(€) = min cn an ,

ao f <eqf11> bog (ep 1) [1B]] Lo (2)

E)\l,q 6)\1 P

(5 o) e (5 o)
p q

Observagao 3.1 A hipdtese (Hs) implica que A\.(€) < A\*(€).

A«(€) = max
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Com efeito, se \*(e) = ¢ imediato de (3.39). Suponha agora que

HbHoo

A
ell’q e Nl)=—1
big ((L) Epllgppl> bog <€pj>
p

Dai, observe que de (3.38) temos

A1qb -1 p
Mg(ep%l) < bg <<p_) epilap—l> ,
m p

Ae(€) =

dai
Eil’q < Cgm ___em (3.40)
519 ((p;) 61’110'171)1) )\17qb0g <€ﬁ> bog <€ﬁ>
p
Agora se,
A
A(e) = 6117‘1 e AN(e)= —1
_ L, T
() o) ot ()
p
Se A1p > A1y, de (3.37) temos
A 1 -1 1 »
R0 ) < g (PRt
p
o que implica,
em# - A1 pe _
awf(e)  big ((5Herio)
> )\1,};6 ) )\Lq
T g ((5herTorT) A
A
- St . (3.41)

o (67074

Se A1 4 > A1, suponha por contradigao que

A
Como, ﬁ < 1 temos
P
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em : < €Al p —
wr () (7))
o E/\Lp )\17(1
o 1 _p_
big ((1%) €r—1 ap—l) ALp
A
< S (3.42)
()07
ou seja,
em . €Alg :
it () < (7))
Portanto
A
611"1 < (3.43)
big ((p;) ezollappl) aof (€71)
p
Caso ocorra,
A
A(e) = ‘e N()=—
of ((#5) o) wf ()
De (3.37) temos
A —1 g
q
logo,
A
St A L — (3.44)
of ((5) o) aof (%)
Por fim suponha que,
EALp em

Ae(€) = N oo
ot () 7)

Se A14 > A1, de (3.38) temos
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A -1 g
ﬂbog (ep%l> <ayf (<Q—> (—:qilaq—l> .
m q

O que implica,

em €A1,
1 > -1 qi _aq_
bog (51’_1) ay f ((%) eq—laq—l)
6)\17 )\1’
> — qL — ')\1p
arf ((T) €a-1 aqfl) 4
6)\17
= — e (3.45)
o () o)
Se ocorrer A1, < A1, suponha por contradi¢ao que
—)\l’qbof (eﬁ> > arf ((_q - 1) eqilaqzl) .
m q
Dai temos o seguinte
em €A1,
1 S -1 q# 9
() " () )
. 6)\17(1 €>\Lp
arf <<%> 6#0#) ALp
A
< A (3.46)
T () o)
Ou seja,
eml - €A p : .
() () o)
Portanto
€Ay em

<

i () @) )
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Portanto A.(€) < A*(e).
Demonstragao. Do Teorema 3.5

Provemos que o par de fungoes

—1 _p_ —1 9
(u,v) = <(]?T) E”%Vﬁf,;l, (QT> E(Jilﬁbf,ql) y

¢ uma subsolu¢ao de (3.1).

Inicialmente temos que

1 P L
— » er—1 —3 ¢1p1'v¢l,p
_1
— 9PV, (3.47)
e que
_ = -2
IV ul? 2 _ |€p71 .¢f’p1v¢17p’p
o L \P?
= |V, (61’—1 ~<Z>f,p1)
—9 p=2 %
= |V ,[P7° - ert o7, (3.48)

De (3.47) e (3.48) podemos concluir que

]Vg|p_2 . Vg — €- |V¢17p|p—2 . ngﬁl,p . (/251,1,. (349)

Seja w € W, a partir de 3.49 e usando a regra do produto para o gradiente temos
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/[Vg|p2]Vg]-dex = e/ V1 ,P 2V, - d1,Vwde
0 0

= 6/ |V¢17p|p_2v¢17p : [V(Qpr.w) — W - VQZSLP] dx
Q

= € {/ |V¢17p]p_2v¢1,pV(¢1,p cw)dx — / |V¢1,,,|P—2v¢1,pv¢1,,, . wdx]
Q Q

= ¢ {/ |v¢1,p|p_2v¢1,pv(¢1,p cw)dr — / V| - wdx}
@ Q
- 6/ |:/\1:p¢11),p - ‘V¢1,p|p] - wdx.
Q

De forma inteiramente analoga se prova que

/Q V|92 V| - Vwdr = E/Q (A, — V1|7 - wda. (3.51)
Primeiro analisaremos o caso em que z € Qs . Temos por (3.7) que |V, |" — A\¢" > m
em (s, para r = p, ¢ e temos por hipotese que A < \*(¢), entdo

me

A< m (3.52)

Agora usando a monotonicidade da funcao f e (3.52), como ||¢1 4|/ z() = 1 temos

€<)\1,p¢217,p - |v¢1,p’p) < —me
< —Xaof (eq%)
R (e
< Aa(xz)f(v).
(3.53)
Ou seja,
e[Apdh, — [Vo1,[7] < Aa(z) f(v). (3.54)

Analogamente temos

(3.50)
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€A1g@ g = [VP14|*] < Ab(z)g(w). (3.55)

Para todo z € Q5,,.
Vamos considerar o caso agora em que x € ). Temos ¢y, > o, para r = p,q, ¢

também a(z) > a1, b(z) > by e A(e) > A (€). Logo

A
A > “p . (3.56)
M(EEED
Como ||¢1lle = 1, a(x) > a1 e de (3.56) temos para todo x € 2y que
E(Al7p¢]13,p - |v¢1,p|p) < €>\1,p
—1
()
q
< Aa(z) f(v).
Portanto
e(Aipdt, = [VO1l7) < Aa(z) f(v). (3.57)
De uma forma inteiramente analoga obtemos
€(A1g01 4 = [Vrgl") < Ab(z)g(w), (3.58)
para todo x € (.
Observe que de (3.54) e de (3.57) temos
/ |VulP~2|Vu|.Vwdr = e/ AT, — Vol wda
Q Q
< / Aa(z). f(v).wdx, (3.59)
Q

e de (3.55) e (3.58) temos
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/Q\VQ|"2|V2].dex = E/Q (A0l — V1 4|?] wda
< /b(x).g(g).wdx. (3.60)
0

Portanto de (3.59) e de (3.60) par (u,v) é subsolugdo fraca do sistema (3.1).

Provaremos agora a existéncia de uma constante ¢ suficientemente grande tal que,

(@,

<

)= (1076,

(| Cpll L= ()

¢ uma supersolugao fraca do sistema (3.1), onde (. é a tunica solugao fraca positiva de

(3.9), para r = p,q.

Inicialmente temos o seguinte

Vi = v< ¢ G ): SE v/ (3.61)
16l 2= 1G]l 2o ()
€
c P2
vaP = (—) VG, (3.62)
6ol 2=

de (3.61) e de (3.62) temos

1p—2 —— C P2 _9 C
Vaprve = () VG — VG,
[1Gpll o [Gpll oo ()
p—1
C _
N ( ) VG2 VG, (3.63)
1ol o=

entao de (3.63) para todo w € W temos

c

p—1
/ |VulP—2va - Vwdr = <—> / IV, P2V, - Vwdz
Q ||CpHL°°(Q) Q

p—1
= () [ 1 wd 3.64
<||Cp||Loo(Q)> /Q waxr (3.64)

Pela hipotese (Hj) escolha ¢ suficientemente grande tal que
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—1 1
@ (Ml Gl5~e)) = (Illm@e(e)7).

Logo,

1

(W) > Alallz=@f (I6]l=@9(e)77)
> a(@)f (¢(x)g(e)7)
= a(z)f(7). (3.65)

Portanto substituindo (3.65) em (3.64) ficamos com o seguinte

p—1
/’VEVD?VE-dew = (;) -/1-wdx
Q HCpHL“’(Q) Q

> /ﬂ/\a(x)f(@) -wd. (3.66)

Por outro lado, desde que A < \* e A < ; segue que

1
16l oo (2

/ Vo|12VT - Vwds = /Q Vg(e)TT G172V (g(0)77¢,) - Vewdar
Q
= /g(c)g_1|V§q|q_2g(c)qllVCq-dea:
Q

e /Q V6,7V, - Vwds

= /g(c)-wda:
Q
Cp
2 ) wd
S /Qg(cucpnmm) e

> e flo (o) i
> )\/b(:v)g(ﬂ)-wdx, (3.67)
0

pois ||b]| () = b(x).

Portanto de (3.66) e de (3.67) segue que o par (u,v) é supersolugao fraca do
problema (3.1). Vejamos que se considerarmos ¢ suficientemente grande teremos u < @

ev <.
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De fato de (3.50) e (3.64) podemos escolher ¢ suficientemente grande de forma que

p—1
/ |VaP~2Va - Vwdr = (;) : / 1 wdz
Q 1ol (2 Q

> / iy, — V1 pl?] - wda
Q

= / |Vu[P~?Vu - Vwdz.
Q

Ou ainda, —A,u > —A,u em €2 sendo u = u = 0 em 92 pelo Principio da Comparagao
Fraca temos u > u.
Por outro lado pela monotonicidade da fungao g, usando (3.51) e (3.67) temos para ¢

suficientemente grande que

/|V@|q_2VU-de:E = /g(c)-wdm
Q v
> ¢ [ Paadly = Vol - wis
0

= /|Vy|q_2Vy~ Vwdz.
Q

Ou ainda, —A,0 > —A v em 2 sendo ¥ = v = 0 em €2 pelo Principio da Comparagao
Fraca, temos v > v.
Portanto pelo Lema 3.1 existe uma solucao fraca positiva do Sistema 3.1 que

denotaremos por (u,v) e satisfaz, (u,v) < (u,v) < (u, ). O

Exibiremos agora um exemplo como aplicagao do teorema acima.

Exemplo 3 O Sistema

—Aju = da(z)eatr, em Q,
—Ayv = Ab(z)e", em Q, (3.68)
u=v = 0, sobre  0f2.

Onde o > 0 € uma constante, admite uma solugao fraca positiva.

Demonstracao. Com efeito, fazendo f(v) = eatv e g(u) = e*. Temos que f,g
satisfazem (H), (Ha) e (Hs)

(Hy) : é satisfeita trivialmente.
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(Hs) : temos o seguinte

x

1 aMed—1
. M x qu . eoH»]Wequ
i T WMy@)T)
r—00 xX -1 r—00 (];P*l
Note que
a+ MeaT > MeaT,
Dai,

1 1
<

o X o -
a+ Mead1 Mea—1

Como a func¢ao exponencial é uma fun¢cao monoétona nao decrescente, temos o seguinte

_x
aMea1

=z
aMead1

- T o o
e+ Mei T < ¢ MeT =2,

Aplicando o teorema do confronto

=z
aMeadT
—a_
 ea+ Med T _ @
0< lim ——— < lim = 0.
T—00 {L‘p_l T—00 {L‘p_l

Portanto (H,) é satisfeita.

(Hj) : Inicialmente observemos que

. 1 . p—1 1 .
q—1) — - p—1gp—1 =
iy £(7%) = iy (%) 7707 ) = iy
€
lim () = limg ( (22 ) etrortt ) = 1
ot =i\ ) ) T

au
Para f = eote e g = e".
Qa bQ

0 . A1,p00 .
Logo se — e — forem suficientemente pequenos de modo que —*— < min {by, a; }
m

m m
/\l,qu

e —— < min {by, a; }, por (3.69) e (3.70) podemos escolher € suficientemente pequeno
m

de modo que
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A —1 P —1 q
1’Laof(eq%l) < min {blg ((p_) epllap—l> yarf ((q_) eqllaq—l) } ,

m p q
A1 b -1 » -1 g
1Log((—:p%l) < min {blg ((p_) epilap—l) sarf (<Q—> (—:qilaq—l> } .
m p q

Por outro lado,

A A
lim €ALg —0=lim Alp

0 big ((p_— 1) 617110&> 0 arf ((—q — 1) eqllcrqql)
p 4q

au

para f = eotu e g = e”.

(3.71)

Logo por (3.71) podemos escolher € suficientemente pequeno de modo que

€Alg €A p 1

max , < 0
o (220 ) ertort) s (1) o) | - I
p q

au
para f = eotu e g = e".

Portanto pelo Teorema 3.5 o Sistema 3.68 admite solugao fraca positiva.



Apéndice A

Alguns Resultados Sobre Medida e
Integracao, Espacos de Sobolev e

Analise Funcional

Apresentaremos agora alguns resultados e defini¢des de medida e integragao que

foram utilizados no decorrer do texto.

A.1 Medida e Integracao

Definicao A.1 O limite superior de uma sequéncia de conjuntos mensurdveis A, C X

€ definido como sendo

limsup A,, = ﬁ G A, l.
m=1 Ln=m

Definigao A.2 Se 1 < p < oo 0 espago LP = LP(X, A, n) consiste de todas as classes
p—equivalentes de fungoes reais A-mensurdveis f tal que | f|P € integravel com respeito

a p sobre X. A norma em LP € dada por

Il = ( | ww)é (A1)

Lema A.1 (Lema de Fatou) Se (f,) pertence a M*(X,A), onde MT(X,A) € o

conjunto de todas as fung¢oes nao negativas A-mensurdveis, definidas de X em R. Entao

/(lim inf f,,)dp < lim inf/fnd,u. (A.2)
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Demonstragao: Ver [3].

Teorema A.3 (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,) uma sequéncia
de funcoes integraveis que converge q.t.p para uma func¢ao real mensurdvel f. Se existe

uma fungao integravel g tal que | f,| < g para todo n € N, entao f € integrdvel e

[ tin =t [ fadu (A3

Demonstragao: Ver [3].

Teorema A.4 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Para quaisquer z,y € RY, tem-
se |[(z,y)| < |z|-|y|. Vale a igualdade se, e somente se, um dos vetores x,y € maltiplo

escalar do outro.

Demonstragao: Ver [17].

Teorema A.5 (Desigualdade de Holder) Seja f € LP(Q) e g € L9(Q) onde p > 1

"N ®

+ 5 =1. Entao fg € L'(Q) e || fgllzr) < IIflleo@llgllpa)-
Demonstracao: Ver [3].

Lema A.2 Seja (f,) uma sequéncia em LP(Q) e seja f € LP(Q) tal que || fro—f |l r) —
0. Entao existe uma subsequéncia (fnr) de (fn) € uma fun¢ao h € LP(2) tal que

(a) for(z) = f(z) q.t.p em Q

(b) | fur(x)] < h(z) para todo k € N ¢.t.p em Q

Demonstragao: Ver [3].

A.2  Os espagos W'(Q) e WiP(Q)

Apresentaremos aqui alguns resultados e definiges a respeito do espago de Sobolev
WP(Q). Que é definido como sendo
Ou

WP(Q) = {u € LP(Q); 5 € LP(Q),5 =1, N}
J

Para cada u € W'?(Q) % denota a j-ésima derivada fraca de u ou seja
J
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oy / ou
Uu——-dr = — | —wdx

para toda ¢ € C5°(Q2). Dada v € WH?(Q), definimos

W:<0u Ou . ﬂ)

Oxy Oxs’ Oz,

Entao podemos escrever o espaco W1?(€) como sendo
WHP(Q) = {u € LP(Q);|Vu| € LP(Q)}.

Neste espago faremos uso da seguinte norma

ullwie@) = llullze@) + VUl zro)

Enunciaremos agora um resultado que fornece as principais propriedades do es-

paco em questao.

Teorema A.6 O espago WHP(Q), € um espago de Banach, reflexivo e separdvel se
1 <p<oo.

Demonstragao:Ver [11].

Definigao A.7 O espaco WyP(Q) € definido como sendo o fecho de C°(Q) com
respeito a norma de WP((2).

Da definicio de Wy”(Q) e das propriedades de W'(Q) temos o seguinte

Teorema A.8 O espaco Wé’p(Q), ¢ um espag¢o de Banach, reflexivo e separdvel se
1 <p<oo.

Demonstragao: Ver [11].
Observagao A.1 O dual do espaco WP (Q) ¢ denotado por WP ().

Teorema A.9 (Desigualdade de Poincaré) Suponha que Q seja um dominio li-
mitado em uma direcao. Entao existe uma constante C' tal que para todo u € Wé’p(Q)
vale :

[ullzr0) < ClIVullLe()-
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Demonstragao: Ver [15].

Observacao A.2 Da Desigualdade de Poincaré, seque imediatamente que
IVl o) < llullwre@) < (C+ D[ VullLeg),

para todo u € WP(Q). Portanto as normas |ullwir@) e [|Vul|Lr() sio equivalentes

em Wy (Q).

Teorema A.10 Seja Q) C RY um dominio limitado com fronteira suave, se 1 < p < 0o

as sequintes imersoes sao continuas

(i) WHP(Q) C LP"(2), onde 1% = % <, sep< N

(ii) WHP(Q) C LI(Q) Vg € [p,+), sep=N

(iii) WHP(Q) C L>(Q2), se p > N.
Demonstragao: Ver [4].

Teorema A.11 (Rellich-Kondrachov) Seja Q@ C RY um dominio limitado com

fronteira suave, se 1 < p < 00 as sequintes imersoes sao compactas

(i) WhP(Q) C LP (Q), Vq € [1,p*), onde 1% = <. sep <N

1
p
(i) WH() € L9(Q) ¥g € [p,+o0), sep =N
(iii) WHP(Q) € C(Q), se p > N.

Em particular, WHP(Q2) C LP(Q) compactamente para todo p e N.

Demonstragao: Ver [4].

A.3 Multiplicadores de Lagrange

Definigao A.12 Sejam X um espago de Banach, F € C'(X,R) e um conjunto de
vinculos
S:={ue X: F(u)=0}.

Suponhamos que para todo u € S temos que F'(u) # 0. Seja J € CY(X,R). Dizemos
que ¢ € R € um valor critico de J sobre S se existem uw € S e A € R tais que J(u) = ¢
e J'(u) = AF'(u). O ponto u € um ponto critico de J sobre S e o numero real \ €

chamado Multiplicador de Lagrange para o valor critico c.
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Teorema A.13 (Multiplicadores de Lagrange) Sob as hipdteses e notacoes da defini¢ao

acima, suponhamos que ug € S € tal que

J(up) = inf J(u).

u€esS

Entao existe A € R tal que
J (ug) = ANF"(up).

Demonstragao: Ver [15].

Teorema A.14 (Desigualdade de Clarkson) Seja 2 < p < oo. Podemos afirmar
que

p p

+Hf—g

Ity
2

1
p p
. < S oy + W) ¥ fo9 € 27(2).

Lr(Q) Lr(Q)

Demonstracao: Ver [4].

Teorema A.15 Sejam X um espago de Banach e (x,) uma sequéncia em X. Entdo

T, =z em X se, e somente se, (f,x,) — (f,x) para todo f € X .

Demonstragao: Ver [4].

Teorema A.16 Sejam X um espa¢o de Banach e (x,) uma sequéncia em X. Se

zr, — x em X, entdo ||z,|| € limitada e
|z|| < lim inf ||z,
n—oo
Demonstragao: Ver [4].

Teorema A.17 Sejam X um espago de Banach reflexivo e (x,) uma sequéncia lim-
itada em X, entdo existe uma subsequéncia (x,;) que converge na topologia fraca de
X.

Demonstracao: Ver [4].
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Algumas Desigualdades Importantes e

a Derivada do Funcional Energia

B.1 Desigualdades importantes

Neste apéndice, demonstraremos algumas desigualdades que foram utilizadas nos
capitulos anteriores. Comecaremos com o seguinte resultado que pode ser visto de

forma bem sucinta em [23].

Lema B.1 Sejam x,y € RY e <, > o produto escalar em RY. Entdo

72 B ciplr — yl?, se  p>2.
(|22 = [y Py, x —y) > |z — y|?

Cop——7—, Se 1 <p<2.
(el + lyhr

Demonstragao. Sejam z,y € RY. Suponha ainda que |z| = 1 e |y| < 1. Pois

Y

caso contrario se ocorrer |x| > |y|, é suficiente considerar & = arev=r

Suponha agora que z = (1,0,--- ,0) e y = (y1,92,0,---,0) para uma base con-
veniente de RY. Pois dados =,y € RY nao colineares, entdo x,y determinam um plano
P C R¥, digamos que este plano tenha base 3 = {z,y}. Por outro lado o conjunto
B ={r = (1,0),y = (y1,y2,)} € base de R?>. Entao por resultados de algebra linear
podemos mudar as coordenadas dos vetores z,y da base (3, para a base 3.

Dali, temos para 1 < p < 2,
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(Jz[7~2e — |yl 2y, 2 —yl)
|z —yf? a
(|| + y)**
<1'(1707 e 70) B |y|p_2(y17y2707 T 70)7 (1707 U 70) - <y17y2707' o ?0)>
‘(1707"' 70) - (y17y270a"' 70)|2
(1(1,0,---,0)] = [(y1,%2,0,---,0)])>P
L=y — (Vyi +93)P 2y + (Vi +93)P

(1—91)+ y%

2—p
(1 + VY3 + y%)

2—p
(1 —Vyi+ y%)

I -2
= [1-y—(Wi+yd)= -y1+(yf+y§)”] :
: V(I —11)? + 43
2—p
r . 2 2
B PO L Y5 ](1 Vyl“’?)
- 2— 2— 2—
I WB+y)= B+ W+ 7T VA—m)? 4
_ —\ 2P
(1 U1 ) (1 ) 3/% <1 B y% + y%) (B 1)
= - 2—p — Y1 + 2-p : ’
I (yi+y3)= (y3+y3) 2 VI =y1)? + 3
Se 0 <y <1, temos
Y1 Y1 1 1
1—— 9 > = Q=—y) (14 —— ) 4y — ——
% S (e 4w < |y1|2p) S
(3 + v3
> (1—y1)p+y1—1
= (I—=y)-(p—1). (B.2)
Se ocorrer y; < 0 temos
1—%21—% > (I—wy)p

(Vi +y3)=

I
—~
—_
|
<
[
~—
—
i
|
[u—
~—

(B.3)

Entao de (B.3) e (B.2) temos

n

1_—2_
(2 +y3) ="

> =) -(p—1). (B.4)
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Agora de (B.4) e de (B.1) temos
(P22 — |yl *y, . —yl)
|z — yl?
o
(lel + y)™"
- 5\ 2P
(1 Y1 > (1 ) Y5 ] <1 — Vi +y§>
= TN — Y1)+ o |
(Wi+y3)= w+y)=7 | VI-—wn)+y
i 2
Y2 1
> [A=y)* (p— 1+ = |
_( Joe=l) R+ | L—u)*+us
1
> [1—p)2p-D)+p-Dp] ———
[(A—=3)*(p—1)+ (p— L)y3] A=)+ 2
1
= D=y 2 —
(p ) [( yl) y2] (1 . y1)2 i y;
= (p—1) (B.5)
Portanto de (B.5) concluimos que
_ . z —y|?
P — Y|Py, —y) > ¢ |—
et =l )2
Onde ¢y, = (p — 1).
Para o caso p > 2 temos
— _ —2
(lzP2z — |yl y, e —y) 1=y +43)T 1—wp) + 3 (i + )7 (B.6)
[z =] (1= y1)> +13)*
Denote t = % es= éﬁﬁ”;‘. Entao provaremos que a funcao
1— (Pt +t)s+ 7
f(t,s)= ( ) : (B.7)

(1 —2ts +12)%
coincide com (B.6) e é limitada inferiormente.

De fato, para t = || || - |<zm|i\y33|

temos o seguinte
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(N e (u)”
() T  R <<|x|) * |x|> alsl T al
y S = P = P
(1 —2ts +12)2 ( Colyl | (z) m)?
V=200 i T 1P
2P — (2, ) |y|P~2 + |aP*(x, y) + |y|?
_ ||
- D
2> = 2(z,y) = |y]*\?2
FEREAREE
_ P a) — (@ )yl P ) + Py y)
|z —ylP
(lz|P2z — JyP 2y, 2 — y)

|z —y?|
Provaremos agora que a fungao f é limitada inferiormente. Fixando ¢ e derivando

a funcao f em relagao a s obtemos

D
2

of (=Pt — ). (1= 2ts +12)5 + B(1—2ts +12)271 - (2t) - (1 — (P~ + t)s + tP)
Js (1 —2ts +t2)p
(=t 1 — 1) (1= 2ts +12)2 +pt(1 — 2ts +t2) 2 (1 — (7 + t)s + tP)
(1 —2ts +t2)p ’

0
igualando 2 = 0, temos
s

(P4 t) - (1= 2ts +2)% = pt(1 — 2ts + 13271 (1 — (P 4 t)s + tP),
O que implica
(P t) = pt(1 — 2ts + )7L (1 — (P 4 t)s 4 tP),
ou ainda,

("1 +1)
p

Logo se sp ¢ um ponto critico de f, substituindo (B.8) em (B.7) e usando a hipotese

pt(1 —2ts +12) = (1 — (P~ 4 t)s + ). (B.8)

que p > 2 e para t > 0 temos
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1— (P~ ' +t)sg + tP 241
Flts0) = L s L1 =
(1 — 2tsg + 12)2 p(1 — 2tsy +12)2
=241
> —+p_2
p(1+1t)=
p—2
. 1 . 1+t

piefo] (14 t)p—2"

O minimo da tltima funcao ocorre quando

d [ 1427
dt [p(1+tp-2] 7

ou seja, quando

(p =221+ — (p—=2) - p(L+ )" - (1+72)

0= P21+ D7)

O que implica
L+ 1)) = p(L+ )P (1 + 1777,

resolvendo esta igualdade obtemos ¢t = 1. Pois,

1P (p(1+ 1)P7%) = p2r*

(§]
p(L+1)P72 . (14 1P72) = p2P =32 = p2P~2,
Logo,
2 23—
t,s0) > = .
f(,So)_p.2p72 D

Donde segue o resultado.

Corolario B.1 Sejam uy e uy € WyP(Q) entdo

cp/Q|V(u1—u2)|pdx

/ (|Vui [PV 1= |Vuo|P >V, V(us—us))dz > ( /Q [V — Vu2|pdx>
Q

Cp

2—p

\ (/Q(\Vul\ﬂvuzy)pdaj) ’
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Demonstragao. Inicialmente iremos tratar o caso em que p > 2, que é uma aplicacao
direta do Lema B.1. Suponha agora que 1 < p < 2, e fazendo so da Desigualdade de

Holder temos

p(p*2)
(1960 = P = [ 90— up T
‘VU1\+|Vu2]) -2
2—p
Vi p(r=2)\ 725 =
< /( | Ul U2 > |VU1|—|—|VU2|) 2 ) dl’)
5 2-p

V(uy —u =r
- ( |V|u1](+1 !Vu; 2-p ) (/ (V] + ’VWDPCZJC) :

Entao usando o Lema B.1, temos

(/Q|V(u1 —m)\”da:)i 3 / ( IV (uy — us)|? i

=27 Jo (IVur] + [Vug|)*

(/Q(\wl\ + |w2|>pdx>”

S / <‘VU1|p_2V1 — |VU2|p_2VQ, V(Ul — U2)>d$
Q
[

Observagao B.1 O lema acima pode ser escrito em termos de norma em Wé’p(Q),

neste caso temos

epllug — up||Pdz,  se  p>2.
Vup P72V — |Vug P2V, V(ug — ug))dz > —uy? B.9
LVl [Vl o ez )l (B9
(uall + fJual[)*7

Demonstracgao. De fato, como

([0vul+19ulr)” = 19w+ Dl
Q

< Vil + [IVuzlleg)

o que implica,

1 S 1
v Ml + lluzllyre g
([vudsgup)” e TR
Q
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Logo,

( /Q IV (uy — u2)|pdx)§

(el oy + o)

(/Q IV (uy — uz)ypdx)i

2—p 2-p

</Q(]Vu1| + \Vuz\)pdx) ’

IA

S / <]Vu1\p_2V1 — ‘VUg‘p_2V2, V(ul — u2)>dx
Q
Portanto
cpllug — up||Pdx,  se  p>2.
/ <‘VU1|p_2V1—|VU2’p_2V2, V(Ul—U2)>dﬂf > Hu2 _ U1”2
Q se 1 <p<2.

(lluall + lua >
O
O nosso proximo resultado nos fornece uma caracterizagao de fungoes convexas dife-

renciaveis.

Teorema B.2 Sejam C C H um conjunto convexo e aberto, onde H € um espaco de
Hilbert, e f : C' — R uma funcao diferencidvel em C. Entao as propriedades sao

equivalentes:
(i) A funcao f € convexa em C.
(it) Para todos x,y € C' temos
fly) = f(x) +(Vf(x), 2 —y).
(ii1) Para todos x,y € C' temos

(Vf(y) = Vf(x),z —y) >0.

Demonstragao. Provaremos primeiramente que (i) = (i7) = (¢ii). Suponha f

convexa, para x,y € C' e a € [0, 1] definindo d = = — y, temos que

flz+ad) = flay+ (1 —a)r) < af(y) + (1 —a)f(z),
dai,
a(f(y) — f(@) = flz+ad) - f(2). (B.10)
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Dividindo ambos os membros de (B.10) por @ > 0, e passando ao limite quando av — 07

obtemos
fy) = f(x) > lim flat a;l) — f(x)
= (Vf(x),d)
= <Vf($), T — y)
Portanto,

fly) = f@)(Vf(z),x —y).

Logo obtemos (ii).

Invertendo x e y no item (iz), temos o seguinte

f@) = f(@) +(Vfy)y —x). (B.11)

Somando (B.11) com a desigualdade de (77), temos o seguinte,

0 < (VfW),r—y) +(Vf(x),y—x)
= (Vf(y) = Vf(x),r—vy).

Donde obtemos ().
Provaremos agora que (iii) = (i1) = (i) Sejam x,y € C. Pelo teorema do valor médio

existe a € (0, 1), tal que,

fly) = fx) = (Vf(z +aly —2)),y - x). (B.12)

Usando (#ii) para os pontos (x + a(y — x)) e = obtemos

(Vi +aly—o)y—2) = o Vi +aly—a)).aly )
> 0 (Vf(2),aly - 2))
= (V(2).y — ). (B.13)
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Combinando (B.12) e (B.13) obtemos

fly) = flx) = (Vflxz+aly—=1)),y—x)
> (Vf(z),y — ).

Donde obtemos (7).

Definindo novamente d = y — x, temos

f(x) > f(x + ad) — a(Vf(z+ ad),d) (B.14)

fly) > flr+ad)+ (1 —a){(Vf(x+ ad),d), (B.15)

onde usamos (i7) nos pontos = e = + ad, y e x + ad, respectivamente. Multiplicando

(B.14) por 1 —a > 0 e (B.15) por a > 0 e somando as duas desigualdades obtemos

(I—a)f(z)+afly) = (1-a)f(z+ad) —a(V(fr+ad),d) +a(f(z+ ad))
+ (1 —a){f(x+ ad),d)
= fz+ad)

= f((1-a)x+ ay).
Portanto f é convexa. 0

Lema B.2 Sejam w;, e wy elementos de RY.

Se p > 2, entdo

_ Wy — W
|w2|p Z |w1|p +p|w1|P 2’11}1.(11]2 - U)l) + % <B16)
Sel<p<2, entao
2
Wy — W
wsl? > funf? + plun [P (s — wn) + e(p) L2 (B.17)

(fwr] + Jwe])*=#"
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Demonstracgao. Iniciaremos a demonstragao para o caso em que p > 2. Faremos

uso da desigualdade de Clarkson.

a+bl" la—bl" 1 1
< —la|” + =|b? B.18
onde a,b € RV,
Usando o Teorema B.2, temos
wy + ws |? 1 _
‘% > |w P + §p|w1|p 2wy (wy — wy). (B.19)

Combinando (B.18) e (B.19) temos o seguinte

1 B 1
lwy |P + §p]w1|p 2wy (wy —wy) < §|w1]p + = |wy P —

ou seja,

wp — W b
2

Podemos observar entao que obtemos a desigualdade (B.16) com constante 2!~ em

walP > [wr[? + pleos P2 (w — wr) + 2’ (B.20)

1
vez de op—1_7"

Usando (B.20) para os pontos w e w; temos
w1 + Wa b » p—2 W — Wy b
2 —y > 2w [P + plwi P77 - wy(wy — wy) + 2.2 IR (B.21)
De (B.18) e (B.21), temos
1 w1 — Wa _9 wg—wlp
w1 [P + |22’ — 5 | ——F—1| = 2[w1|” + plwi """ - wi(wg —w1) +2- 2| —5—] ,
2 2 2.2
logo
_ p _ p
|wa|? + |wi|P > 2|w [P + 2 ‘% + plw [P 2wy (wy — wy) +2 - 2 ‘% ,
donde segue que
P P
_ Wy — W Wy — w
|wa” > |ws [P 4 plws [P~2wy - (wy — wy) + 2 ‘% +4 ‘% (B.22)
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Assim conseguimos a desigualdade (B.16) para uma constante 2!7 + 4177 em vez de

1
2p=T_71°

Continuando com este raciocinio obtemos a constante

1-p I-p I=p = -
2 +4 + 8 + 11

Provaremos agora o caso em que 1 < p < 2. Fixando w; e ws e fazendo a expansao

da série de Maclaurin na funcao
f(t) = Jwy + t(wy —wy) ], (B.23)
temos

F(1) = £(0) + £(0) + / (- 1)- £ (t)dt. (B.24)

Logo de (B.23) e de (B.24) temos

1
[wal? = [wy [P + plwy [P~w; - (wy — wy) +/ (1—1t)- f'(t)dt, (B.25)
0

isto se, |wy + t(wy —wy)| # 0 com 0 < ¢ < 1. Se wy + t(wy — wy) = 0 para algum
t € [0,1] é imediato que (B.17) ocorra.

Agora observe que

) = ((Jwr + t(wy —wy)[))
= p-(Jwy +t(wy —w) P2 (wy + t(wy — w1)).(wy — wy))
= p(p—2) - Jwi + t(wy — w)[P~ [(wy + t(ws — wy)).(wa — wy)]?

—|—p : |U}1 + t(w2 — w1)|p_2 : |U}2 — w1‘2.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

p(p—2) - [wi + t(ws — wi) P |wy + tH(ws — wi)[* - |wy — wy |

f”(t)

v

+ p-lw + t(ws —101)|p_2 - Jwe —w1|2

p(p — D)|wy + t(wy — w)|P~2 - Jwy — wi]?. (B.26)
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Agora de (B.25) temos

/0 (L—t)- f"(t)dt > Z/O f(t)dt.

Note que |wi| + |wa| > w1 + t(ws — w1)].

Pois pela desigualdade triangular,

|’lU1 + t(wg — w1)|

IN

A

<

(1 — ) |w| + t]ws

|wy | + t|w,]

w1 | + [ws].

Usando (B.26)e a hipotese que 1 < p < 2, temos

f'@t) > plp—1)

> plp—

Entao de (B.27) e (B.28) segue que

1)

[wy — w1|2

jwy + t(ws — w1)[>7P

|wy — w1|2

(fwr] + |wa])?="

3 (1 9 3/i |wy — wy]?

— tydt > - -1

4/0 finde = 4 Jo plp )(|w1| + |wg])?7P
3 lwy — w1 |?
42p(p )(|w1\ + |wy|)2P

Portanto

[a-0-rwazs [ rowz S

Substituindo (B.29) em (B.25), temos

lwa|P > |wi|P + plw [P2ws - (wo

onde ¢;(p) = %p(p —1).

|w2 —w1|2

—wy) + c1(p)

(|wi| + Jws])?—P

[wy — w1|2

(Jwy| + Jws])2—P’

(B.27)

(B.28)

(B.29)
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B.2 Derivada do Funcional Energia

Mostraremos agora a existéncia e continuidade de derivadas de dois funcionais

que foram utilizados no Capitulo 1.

Definicao B.3 Seja I : A — R um funcional onde A € um subconjunto aberto de
um espago de Banach X. Dizemos que I tem uma derivada de Gateaux, f € X', em

u € A se, para qualquer h € X

=0.

I'(u) - h = Jim L0 = 100) = F(th)

t—0 t

Teorema B.4 O funcional

J: WiP(Q) — R
1
u |—>J(u):/—|Vu|pdx,
QP

¢ Gateux-diferencidvel com derivada
(T(u),6) = / VUl V- Vedr, YV éc W),
Q

Demonstragio. Sejam t € R satisfazendo 0 < [t| < 1 e u,¢ € WyP(Q). Defina a

seguinte fungao

v: [0,1] —R

1
s p(s) = Z—9|Vu + stVolP.
Pela Regra da Cadeia temos
¢ (s) = |[Vu + stVo|[P*(Vu + stVe) - tVe.

Sendo ¢ continua em [0, 1] e diferenciavel em (0, 1), pelo Teorema do Valor Médio existe

0 € (0,1) tal que

ou seja,

1 1
]3|vu +tVolP — §|Vu‘p = t|Vu+ 0tVo[P~2 - (Vu + 0tV o) - V.
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Dai

1/1 1 _9

i 5|Vu +tVolP — ]—?\VUV’ = |Vu+ 0tVo[P~= - (Vu+ 0tVe) - Vo.
Consequentemente

t—0 t

1/1 1
lim — (;\Vu +tVo|P — 5|Vu]1”) = |Vul|P~?Vu - V.

Por outro lado, temos o seguinte

1/1 1
‘— (—|Vu—|— tVolP — —|Vu|p)‘ = ||VulP*>Vu - V¢
t\p P
= [Vulr™ - [Vl
< (IVu[ + Vo)~ [Vl

Como

Vul, [Vo] € LP(Q).

Temos o seguinte

(|Vul + [Vo)P € L1 (Q).

Pela desigualdade de Hélder temos que
(IVul + Vo))~ - [Vo] € L1 ().

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue ficamos com o seguinte

1 p=2 _ p
lim [ — {]Vu + V9| [Vl } dx = / |VulP~2Vu - Vdar.
=0 Jo t p Q

Assim

(), 6) = hﬂﬂJ(u—f—tqﬁ)—J(u)

t—0 t
1 [|[Vu+ Ve — [Vl

= lim | - dx
t—0 Q t p

= / |VulP~2Vu - Vdar.
Q

Portanto
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(J'(u),d) = /Q \VulP~2Vu - Voda.

Quanto a continuidade da derivada segue do fato que J'(u) = —A,u que ja foi mostrada

no Capitulo 1, mais especificamente no Teorema 1.1. 0

Teorema B.5 O funcional
F: W,P(Q) —R
1
w o f) = [ e,
QD

¢ Gateuz-diferencidvel com

(Fu).0) = [ - ode, ¥ o€ W9,

Q

Demonstragao. Quanto a existéncia de derivada de Gateaux o procedimento

é inteiramente analogo ao do Teorema B.4. Falta entao provarmos a continuidade da
derivada deste funcional.

Sabemos que (F'(u), ¢) = / luP~2u - ¢dz, seja entdo (u,) € WP (Q) tal que u, — u

em W,?(Q). Pelo Lema A.ZQeXiste uma subsequéncia que ainda denotaremos por (uy,)

e uma fungao h em LP(2) tal que,

Up(zr) — u(x) q.t.pem Q. (B.30)

up(z) < h(z) qt.pem Q. (B.31)

Dai temos que

(B.32)

=
o
ol
@
=
S

|un(2)| — [u(z)

Para toda ¢ € W?(Q2) temos

[(F'(un) = F'(u),9)| =

/|un|p_2un.¢dx—/|u]p_2u'qbdx

Q Q

- '/ (a1 — |l ~2u) - g
Q

< [ a2 ul ] (B33
Q




Apéndice B. Derivada do Funcional Energia. 96

Fazendo

Gn = P20, — [ulPul, (B.34)

com n € N. Dali, temos imediatamente que

Gn < |up|P7 + JufPt (B.35)
Sabendo que |u,[P™! + [u[P™! € LY(Q), onde ¢ = 2. Entdo de (B.35) temos que
(un) C LI(Q2).
Aplicando a Desigualdade de Holder temos

(Pl = P, )] < [ [l =l 2] - oldo
o] [
< Ngallzaw - 8llLr(@)- (B.36)
Donde concluimos que
1E" (un) = F' ()10 () < gnllzoce)- (B.37)
De (B.30) e de (B.32) temos
gn(x) — 0 qtp em € (B.38)

Por (B.31) e (B.35) temos
gn(z) < h(z)™' + |u(z)]7 ! q.t.p em Q.
Dai
gn (1)1 < 29(h(z)? + |u(z)P) € L' () q.t.p em Q.
Entao aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue em (B.38) temos

lim [ (gn)%dz =0.

n—oo Q
Portanto

l9nllLage) — 0 quando n — oo. (B.39)

De (B.37) e de (B.39) temos que
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[ F"(un) — F'(w)|[ -1 () — 0, quando n — oc.
O que conclui a continuidade da derivada de Gateaux F”. U



Apéndice C

Principio do Maximo e da

Comparacao e Lema de Hopf

No decorrer deste apéndice exibiremos algumas versoes do principio do maximo

e da comparagao que foram utilizados em demonstracoes nos capitulos anteriores.

C.1 Principio do Maximo Forte

Lema C.1 (Desigualdade do Tipo Harnarck) Suponha que erista
v e WP(Q) N C%Q) tal que

{ -Apy > 0, em Q (1)
v > 0, em Q.
Seja xo € €, § > 0 satisfazendo
B(x0,58) € Q
e s> 0onde s < %__;) sep < Nes<oosep> N. Entao existe uma constante

¢ > 0 que depende de N, s,p e  com a seguinte propriedade

N
(Blangs) < €6 inf w.
V]| s (B(zo,20)) < € it v

Demonstragao. A prova deste lema pode ser vista em [7].

O nosso proximo resultado é uma versao do principio do maximo.
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Teorema C.1 (Principio do Maximo Forte) Suponha que Q) seja um dominio conexo
em RN e que v € WiP(Q) N C(Q) seja tal que

-Ay,vy > 0, em €
> 0. em

v
Podemos concluir que ocorre apenas uma das alternativas

v=0em Q ouv>0em

Demonstragao. Suponha a existéncia de um certo zy € €2 tal que v(xy) = 0,

defina o seguinte conjunto

O ={z € Qu(z)=0}.
Temos O # () e sendo v uma funcao continua segue que O é um conjunto fechado em
Q.

Sendo 2 aberto existe § > 0 tal que B(xg,50) C Q. Pela desigualdade do tipo Harnarck

(C.1) existem ¢ > 0 e s > 0 tais que

N
L*(B(z0,20)) < co B%aleloffi) .

ol

Como v > 0 em €2 e v(xg) = 0 segue que infg,, s v =0, dai

/ lv(s)|*ds = 0.
B(z0,26)

Sendo v > 0 e continua segue que v = 0 em B(xg,2d). Portanto O é um conjunto
aberto. Sendo €2 conexo devemos ter O = 2. Portanto v =0 em 2 ou v > 0 em ().

U

C.2 Principio da Comparacao Fraca

O resultado a seguir pode ser visto em [23].

Teorema C.2 (Principio da Comparagao Fraca) Seja Q C RY um dominio limi-
tado e com fronteira suave. Sejam uy, us € Wé’p(Q) satisfazendo

—Apul
Uy

—Apug, em €

(C.3)

(VARVAN

Ug, em O0f,
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no sentido fraco, isto €,
/ |Vuy|P~2Vu, - Vdr < / |Vuy[P?Vuy - Vipda,
Q Q
para toda o € WyP(Q) com ¢ > 0. Entdo uy < uy em Q.

Demonstragao. Por hipdtese temos
/ |V [P2Vu, - Vipdr — / |V [PV, - Vipdr < 0,
Q Q

dai

/<|Vu1]p_2Vu1 — | Vug[P~2Vuy, Vip)dr < 0.
Q

Para toda ¢ € W, 7(Q) com ¢ > 0.
Considere a fungado teste ¢ = max{u; — us,0}, que é ndo negativa e pertence a

WyP(€). Entao pelo Lema B.1, e usando a funcio teste ¢ temos

0< / (|Vu P2 Vuy — |VueP*Vuy, (Vu, — Vug))dr < 0.
u>ug

Portanto

/ (|Vu [P2Vuy — |Vue|P*Vuy, (Vu, — Vug))dr = 0.
up>u2

Seja Qo = {x € Q;ui(x) > us(x)}.

Entao temos apenas duas alternativas para {2
(i) Qo =10
(i) Qo é tal que Vuy = Vus.

O caso (it) nao ocorre pois caso contrario, teriamos uy = u;+c¢, onde ¢ é constante.
1 ~ : o
Afirmamos que ¢ = 0. De fato, se ¢ € Wy?(Q) entdo existe uma sequéncia

(v,) C C3° tal que v, — ¢ em WP(Q). Ou seja

/ |V (v, — ¢)[Pdx — 0.
Q
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o que implica

/ \Vu,|Pde — 0
Q

logo, v,, — 0 em Wé’p (). Portanto pela unicidade do limite segue que ¢ = 0. Donde
concluimos que u; = uy em €y, o que contradiz o fato de uy; > us.

Portanto Qg = 0.

Para finalizar este apéndice enunciaremos uma versao do lema de Hopf.

Lema C.2 (Lema de Hopf) Seja Q um dominio limitado com fronteira suave. Se
u e CY Q) NWP(Q) e verifica

—Ayu > 0, em
> 0, em Q (C.4)
0. em 0N

u

u

0
Entio 2% < 0 em 99. Onde 1 € a deriwada normal exterior a O0S).

on

Demonstragao. Ver [23].
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