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Resumo

O ensino de Matemadtica estd passando por diversas transformagdes e isto se deve ao
fato da sociedade estar exigindo do homem, conhecimentos matematicos suficientes para
leva-lo a desempenhar atividades, compreender fendmenos que fazem parte do nosso dia-a-
dia. Estudar e entender os logaritmos tornou-se uma tarefa necessdria para a compreensao
do mundo em que vivemos. A partir desta Gtica, elaboramos uma sequéncia didatica que
deve ser aplicada em turmas do 1° ano do Ensino Médio, seguindo as orientacdes estabe-
lecidas nos Parametros Curriculares Nacionais. A mesma é composta por quatro atividades
que abordam o conceito, as propriedades fundamentais e algumas aplicacoes, que deve ser
aplicada ao longo de 16 aulas de 50 minutos cada. Esperamos levar os discentes ndo s a
adquirir o gosto pela Matemadtica, mas também compreender a importancia dos logaritmos

no desenvolvimento da ciéncia.

Palavras Chaves: Ensino. Aplica¢do. Logaritmo.
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Abstract

The teaching of mathematics is undergoing several transformations and this due to the
fact that the society is demanding of men man, mathematical knowledge enough to take him
to play activities, understand phenomenon that are part of our daily lives. Studying and un-
derstanding the logarithms have become a necessary task to understand the world in which
we live. From this viewpoint, we developed a didactic sequence that must be applied to
classes in the first grade of high school, following the established orientation in Pardmetros
Curriculares Nacionais. The same consists of four activities addressed to the concept, fun-
damental properties and some applications, which must be applied along 16 classes of 50
minutes each one. We expect to lead the students not only to acquire a taste for mathematics,

but also understand the importance of logarithms in the development of science.

Keywords: Teaching. Application. Logarithm.
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Capitulo 1

Introducao

Muitos fendmenos que conhecemos hoje, podem ser representados por modelos mate-
maticos envolvendo logaritmos. Dai, a grande importincia que esse tema tem para o exer-
cicio da cidadania para compreeder o mundo em que vivemos. Por isso, "um Ensino Médio
concebido para a universalizacdo da Educagdo Bdésica precisa desenvolver o saber mate-
matico, cientifico e tecnologico como condi¢do de cidadania e ndo como prerrogativas de
especialistas"[3, p.7].

Esse trabalho tem como objetivo propor atividades diferenciadas que possam propor-
cionar a oportunidade ao aluno de compreender de forma eficaz e ativa, o conceito, as pro-
priedades e as aplicacdes dos logaritmos. Para isso, propomos uma sequéncia didatica para
o ensino de logaritmo com atividades que podem ser desenvolvidas em sala de aula. A ideia
de elaborar esse trabalho surgiu devido a anos lecionando em turmas de Ensino Médio da
rede Publica de Ensino do Estado da Paraiba.

Durante esse periodo, apds trabalhar com vdrias cole¢des de livros didaticos que sao
utilizados em diversas escolas publicas brasileiras, percebemos que o tema logaritmos é
tratado de tal forma que leva os alunos a aprender de forma mecanica.

Ap6s ingressar no Mestrado Profissional em Matemadtica em rede nacional (PROF-
MAT), em 2011, resolvi elaborar uma sequéncia didatica de modo a produzir um material
diddtico mais atraente, que pudesse levar o aluno a compreender o conceito de Logaritmo,
manipuléd-lo adequadamente utilizando suas propriedades bésicas e conhecer algumas apli-
cacoes. Essa sequéncia didética, construida sobre os pilares dos PCNs constitui o produto
final do nosso curso de mestrado.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira, no Capitulo 2, abordamos o ensino
de matemadtica e os logaritmos, dando €nfase ao ensino de matemadtica, a resolucao de proble-
mas e a histdria dos logaritmos, destacando os principais matematicos que contribuiram para
a construcdo desse conhecimento e, por fim, a defini¢do de logaritmo e suas propriedades.

No Capitulo 3 temos uma sequéncia didatica. Ela é constituida por quatro atividades
que trabalham o conceito, as propriedades e o uso dos logaritmos na resolucio de problemas

reais. Sao atividades que tornam o estudo do logaritmo uma a¢do interessante e prazerosa.



Na primeira atividade, apresentamos uma tabela que contém o logaritmo na base dez
de alguns nimeros naturais. Essa atividade objetiva levar o aluno a perceber que esta tabela
permite transformar multiplicacdo em soma. Além disso, busca levar o aluno a compreender
como se deu o surgimento desse conhecimento e quais foram as propriedades importantes
percebidas pelos matemadticos que foram personagens importantes no desenvolvimento dos
conhecimentos envolvendo os logaritmos.

Na segunda atividade nosso objetivo € levar o discente a compreender a férmula de
mudanca de base de logaritmos. Além disso, procuramos proporcionar ao educando a opor-
tunidade de perceber que as propriedades detectadas na Atividade 1 também podem ser ob-
servadas na Atividade 2. Um ponto importante que torna a Atividade 2, diferenciada daque-
las que encontramos na maioria dos livros didéticos brasileiros, € o fato que o aluno pode
perceber que os logaritmos de um mesmo nimero, escritos em bases diferentes, se relacio-
nam por meio de uma constante. Esse fato € conhecido como forma de mudanca de base de
logaritmos.

Na terceira atividade exibimos uma aplicacdo dos logaritmos. A sua resolucdo leva
o aluno a responder o seguinte questionamento: como podemos garantir que um fendmeno
natural pode ser descrito através de um modelo exponencial?

Na quarta atividade, temos uma aplicacdo dos logaritmos. Nessa atividade, abordamos
a matemadtica financeira, uma drea bastante interessante,mas que muitas pessoas nao compre-
endem de forma efetiva. Essa atividade torna-se diferente das que geralmente sdo propostas
na maioria dos livros didéticos brasileiros devido ao fato de ser um problema real que faz
parte do cotidiano de todo cidadao.

No Capitulo 4 temos alguns comentdrios a respeito das atividades do Capitulo 3. Esses
comentarios sao importantes pois, orientam os docentes que pretendem aplicar essa sequén-

cia didatica. Por fim, apresentamos no Capitulo 5 as consideragoes finais.



Capitulo 2

O Ensino de Matematica e os Logaritmos

2.1 O Ensino de Matematica e a Resolucao de Problemas

E inegdvel que a matemdtica faz parte do cotidiano de todo cidaddo. Ela esta presente
em praticamente todas as atividades que o homem desempenha no seu dia-a-dia. E por esse
fato que ela é considerada um campo do conhecimento muito importante, onde o homem
necessita dominar as técnicas a ponto de utilizd-las na produ¢do de conhecimentos.

Segundo [1, p. 27], "[...] a matematica pode dar sua contribui¢do a formacao do cida-
ddo ao desenvolver metodologias que enfatizem a construcao de estratégias, a comprovagao e
justificativa de resultados, a criatividade, a iniciativa pessoal, o trabalho coletivo e autonomia
[...]".

Ensinar matemédtica de modo que o aluno aprenda de forma efetiva € um desafio com
o qual muitos educadores convivem diariamente. Trazer para sala de aula metodologias que
possam atrair a atenc¢do do aluno, levd-lo a compreender os conceitos matematicos e assim
tornar a matemadtica para este um conhecimento importante € o objetivo de todos educadores
que tem compromisso com a melhoria da qualidade do ensino de matematica.

Diante da dindmica existente devido ao avango tecnoldgico, aprender matematica ficou
sendo praticamente uma obrigacdo de todos. Devido a isso, a escola também ficou com o
dever de oferecer um ensino de qualidade onde todos consigam aprender. Nessa direcao,
Educadores Matematicos apontam a resolu¢do de problemas como uma 6tima ferramenta
que pode ser usada em aulas de matematica a fim de tornar a matematica mais atrativa para
o aluno. Como € dito em [1, p. 40], "[...] a resolucao de problemas, na perspectivas indicada
pelos educadores matematicos, possibilita aos alunos mobilizar conhecimentos e desenvolver
a capacidade para gerenciar as informacdes que estdo ao seu alcance [...]".

A resolucao de problemas possibilita ao professor proporcionar ao aluno a constru¢ao
do préprio conhecimento. Para isso ele deve propor atividades compostas por problemas
reais que leve o aluno a compreender conceitos, propriedades e aplicagdes.

Nem todo problema é adequado para ser aplicado com intuito de promover uma apren-

dizagem significativa. Segundo [4, pp. 50-51], as caracteristicas de um bom problema sdo:



ser desafiador para o aluno; ser real para o aluno; ser do interesse do aluno; ser o elemento
desconhecido de um problema, realmente desconhecido; ndo consistir na aplicacdo evidente
e direta de uma ou mais férmulas ou mais operagdes aritméticas e ter um nivel adequado de
dificuldade.

Nesse sentido, percebe-se a importancia de propor problemas interessantes que sejam
passiveis de compreensdo pelos alunos pois, caso contrdrio, pode leva-los a desisténcia de

soluciona-los.

2.2 O Logaritmo no Ensino Médio

O estudo dos logaritmos configura-se como um dos principais temas abordados na 1*
série do ensino médio. Isso se deve ao fato de que muitos fendmenos naturais podem ser
modelados usando a fun¢do logaritmica. O que ocorre é que muitos discentes concluem o
Ensino Médio sem conseguir perceber a importancia que esse tema tem na modelagem de
fendmenos. As funcdes exponenciais e logaritmicas sdo importantes nesse estudo, pois sdao
usadas para descrever muitos fenomenos, sendo aplicado na matemadtica financeira, cresci-
mento populacional, etc.

Espera-se que o estudante, ao final do ensino médio, saiba usar a matematica para re-
solver problemas e para modelar fendmenos em outras areas do conhecimento. Para que isso
se torne possivel, deve reconhecer a linguagem algébrica relacionando grandezas, modelar
situacoes, associar diferentes funcdes aos seus graficos, identificar regularidades e associar
o conceito de funcdo a exemplos reais.

O logaritmo sempre ocupou uma posi¢ao de destaque no curriculo escolar brasileiro,
uma prova disso, € que desde a criac@o desse curriculo até os dias atuais, o mesmo faz parte
dos conteudos que os jovens brasileiros devem aprender. Isso se deve segundo [10, p. 15]
"a sua enorme relevancia nas aplicacdes, tanto na vida didria como nas outras ci€ncias € na
propria matematica".

Estamos numa fase de transi¢do no ensino de logaritmos. Os exercicios manipulativos
estdo sendo substituidos por aplicagdes praticas. A questdo € que essa mudanca ocorre len-
tamente. Alguns livros didaticos recentes j4 comecaram trazer alguns problemas aplicados
envolvendo logaritmos, através de atividades com o uso da calculadora cientifica, porém,
abordam de maneira mais significativa os logaritmos naturais.

Ainda segundo [10, p. 464], "[...] no ensino médio, as fun¢des exponenciais e loga-
ritmicas sdo tratadas separadamente e s6 de passagem € dito que uma € o inverso da outra.
Os variados, atuais e importantes exemplos em que essas fungdes sao aplicadas sdo escassos
[...]".

Nessa direc@o, para que possamos ter a possibilidade de ter um ensino de qualidade,
pretendemos propor algumas atividades que possam ser resolvidas pelos alunos. Algumas

atividades podem ser propostas na introdu¢do do conteido de logaritmos e outras podem ser



propostas ap6s o estudo da definicdo e das propriedades inerentes a esse tema.

2.3 Logaritmos: do surgimento aos dias atuais

O surgimento dos logaritmos se deu durante o final do século XVI devido a necessi-
dade do homem em desenvolver técnicas para efetuar cdlculos na resolu¢do de problemas na
astronomia e na navegacao, pois os problemas exigiam cdlculos aritméticos muito complexos
para a época. Diversos matematicos contribuiram na constru¢do dos logaritmos que conhe-
cemos hoje, porém, um ficou eternizado por suas publicacdes, John Napier (1550-1617). Foi
um nobre tedlogo escoce€s, ndo era matemdtico profissional, mas tinha a matematica como
lazer. Seu interesse era por alguns aspectos da computagdo e trigonometria, especialmente
estudos relacionados a simplifica¢do de célculos.

Napier elaborou uma tédbua de logaritmos com o objetivo de simplificar as operacoes,
principalmente a de produtos e quocientes.Além de Napier, o suico Joost Biirgi (1552-1632),
também contribuiu para o surgimento dos logaritmos produzindo trabalhos a respeito desse
tema. Napier e Biirgi lancaram suas tdbuas de logaritmos em 1614 e 1620, respectivamente.
O primeiro fez seu lancamento em Edimburgo e o segundo, em Praga. Os logaritmos, sem
davida, foi uma inveng¢do extraordindria para a época, chegando ao conhecimento de muitos
amantes da Matematica, apds a publicacdo de Napier em 1614. Muitos mateméticos fica-
ram encantados com os trabalhos de Napier, dentre eles estd Henry Briggs (1561-1631), o
responsdvel pelo o aparecimento dos logaritmos decimais. Briggs publicou suas primeiras
tdbuas em 1617; depois, em versdao bem mais ampliada, em 1624.

Durante o século XVI, as operacdes eram classificadas em trés espécies, eram elas: 1?
espécie: adi¢do e subtragdo; 2% espécie: multiplicagdo e divisdo e; 3? espécie: potenciagao
e radiciacdo. Naquela época, ndo existiam as calculadoras existentes atualmente, entdo a
unica maneira de executar calculos envolvendo adic¢do e subtragcdo, multiplicacdo e divisdo,
potenciacdo e radiciagdo era reduzir as operagdes de 2* e 3* espécies em operacdes de 12
espécie. Para se ter uma ideia de como eram feito os cdlculos envolvendo a multiplicacdo,

observe o exemplo de como era resolvida a multiplicacdo 1535 - 325: eles usavam a seguinte

o (FEYY (Y
Y=\ 2 2
Efetuava-se o calculo:

2 2 2 2
1535305 — 1535+325\" (1535325 _ 1860\~ (1210
2 2 2 2

e recorria-se a tabela a seguir:

férmula:




n ] 1210 1211 1212 1T 1860
()7 | - | 366025 | 366630,25 | 367236 | --- | 864900

Tabela 2.1: Tabela com niimeros naturais e os quadrados de suas metades
Logo,

1 2 /1210\?
1535325 = (?) _ (TO) — 864900 — 366025 = 498875

Outro método interessante desenvolvido pelos matematicos daquela época, foi associar

os termos de uma progressao geométrica (PG):
kLK K

aos termos de uma progressao aritmética (PA):
1,2,3,---,n,--

Colocando esses valores numa tabela para um caso particular onde k = 2, temos:

201214 (18]16 32|64 128 | 256 | 512
n (1234|567 8|9

Tabela 2.2: Tabela com P.A e PG

Por exemplo, para calcular 8 - 16 bastava efetuar a adi¢do 3 +4 = 7 e verificar qual é o
valor do termo da PG, correspondente ao termo 7 da P.A. Nesse caso, € o nimero 128. Logo,
8-16 =128.

J& para calcular a divisdo, de dois nimeros naturais o procedimento era o inverso ao
anterior. Por exemplo, para calcular a divisao %, bastava fazer 9 — 7 = 2 e verificar qual é o
valor do termo da P.G, correspondente ao termo da P.A cujo valor € 2, nesse caso, encontra-
mos o nimero 4. Logo, % =4. Essas ideias sdo formalizadas atualmente pelas propriedades

das poténcias que possuem mesma base.

2.4 Definicoes e Propriedades

A seguir apresentaremos algumas defini¢des e propriedades relacionadas as funcdes

exponenciais e logaritmicas.

2.4.1 Funcao Exponencial

Nessa Secdo, abordaremos as definicdoes de poténcia de ndmeros naturais, inteiros,
racionais e por fim, nimeros reais. As demonstragdes a seguir foram desenvolvidas seguindo
as ideias de [7] e [8].



Definicao 2.1 Dado um niimero real a > 0. Definimos a poténcia de a, com expoente natural
n, denotada por a", da seguinte forma:

(i) a® = 1;

(ii) a' = a;

(iii) "' = a" - a.

Proposicao 2.1 Para os niimeros reais a >0 e b > 0,
(i) amt-a' = am+n;
(ii) (a™)" = a™",
(iii) (a-b)" =a" - b".

sdo verdadeiras para quaisquer m,n € N.

Demonstracao.

(i) Fixando m provaremos por indug¢io sobre n. Ora, sendo

Vamos mostrar que P(n+ 1) também ¢é verdadeira. De fato,

m+ (m+n)+1 _ am+(n+1)

a"-d""m =d"-(d"-a)=(d"-d")-a=d""-a=a = :

onde segue que P(n+ 1) é verdadeira. Assim,

¢ verdadeira para quaisquer m,n € N.
(ii) Assim como foi feito na demonstragdo anterior, fixando m provaremos essa relagdo

por indugdo sobre n. Ora, sendo



Vamos mostrar que P(n+ 1) também ¢é verdadeira. De fato,

bl

(am)n—l-l — (am)n cam = g gt = gt — am-(n+1)
ou seja,

para quaisquer m,n € N.
(iii) Seja P(n) : (a-b)" = d" - b" arelagdo. Entdo, teremos que P(0) é verdadeira pois,
(a-b)’=1=1-1=d"-1°.
Suponha que P(n) seja verdadeira para algum n € N, ou seja,
(a-b)"=ad"-a".
Vamos mostrar que P(n+ 1) também é verdadeira. Ora,
(a-b)""'=(a-b)"-(a-b)=d"-(b"-a)-b=d"-(a-b")-b=(d"-a) (b"-b)=a""' b

Logo, P(n+ 1) é verdadeira.
Portanto,
(a-b)"=d"-b", paratodo n € N.

O

A definicdo a seguir serd dada de modo que para todo nimero real a > 0 a propriedade

a™-a" = a™"" seja vélida para quaisquer m,n € Z.

Definicao 2.2 Dado um niimero real a > 0. Definimos a poténcia de a, com expoente inteiro
ndo positivo —n, denotado por a™", da seguinte forma:

(i)a =1,

(ii) a " = a]—n, para todo n € N*,

Uma consequéncia imediata da defini¢do (2.2) € a seguinte: Dados m,n € N, tem-se

De fato,
_ 1 1 1 1 _
@)= (am)n T ogmn T grm (a™)m =@

Proposicao 2.2 Para os niimeros reais a >0 e b > 0,
(ia ™ -q " =ql-m+(n),
(ii) (a=™) 7" = a0
(iii) (a-b) " =a"-b7".

sdo verdadeiras para quaisquer m,n € N.

9



Demonstracao.
(i) Observe que

Logo,

Mostrando que

como queriamos.

(iii) Para essa demonstragao, basta observar que

1 1 1 1
b)) = = =—.—=a " b "
(@) @by a b a b
Logo,
(a-b)y"=a™-a ",
como queriamos. OJ

Definicdo 2.3 Dado o niimero real k > 0, chama-se poténcia de expoente racional %, com

p € Z e q € N* de base k, a poténcia denotada por kg, que satisfaz a seguinte propriedade:

P\ 4
(kq> — k.
Proposicao 2.3 Dado um niimero real k > 0 e r e s racionais, tem-se:

K-k =k,

Demonstracdo. Sejam os racionais r = 157 es= ’qi,/, onde p, p', q,d €Zcomqg+#0eq #0.

- (;ﬁ)q

(k)7 = kP
! ! q/ /
(k)7 = (kz) — i

Inicialmente, observe que

Assim,

pad  Pad

(K- k)79 = (K79 - ()Y = k09 Jo9d =k a -k o = kW),
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Segue que,

como queriamos. |

Fixado x € R, existe um tnico nimero real positivo a” tal que r < x < s com r,s € Q
acarreta a” < a* < a’. De fato, ndo podem existir dois nimeros reais diferentes, digamos
K < W com a propriedade acima pois, neste caso teriamos r < x < s com r,s € Q acarretando
a" < K <W < d*, o que levaria o intervalo [K,W] ndo conter nenhuma poténcia de a com
expoente racional, contrariando o Lema (2.6). A existéncia de tal nimero entretanto s6 é

garantida utilizando a no¢ao de supremo.

Definicao 2.4 Dado um niimero real k > 0 e um niimero real x, definimos a poténcia de k de

expoente x, denotada por k*, como sendo

sup{k”; re Q, r <x}, sek>1
sup{k"; re Q, x<r}, sek<1

Proposicao 2.4 Dado um niimero real k > 0 e x,y € R, tem-se:
Kk =k

Demonstracdo. Considere os conjuntos A = {k'1; r1 € Q, r <x}eB={k2, rncQ,rn <
v}. Definimos A-B = {k" - k'2; k't € Ae k™ € B}. Assim, a* = supA e ¢’ = supB, onde
segue que

a*-a’ = supA-supB =sup(A-B) = a* .

como queriamos. 0

Sabemos que a sequéncia cujo n-ésimo termo € a" € crescente quando a > 1 e decres-

cente quando 0 < a < 1.

Proposicao 2.5 Se a > 1, entdo a sequéncia formada pelas poténcias a”", com n € N ¢é ilimi-

tada superiormente.

Demonstracdo. Se a > 1, existe d € R’ tal que a = 1 +d. Pela desigualdade de Bernoulli,
que pode ser encontrada em [9], teremos a” > 1 + nd para todo n natural maior que 1. Entao,
dado K > 0,tome n > (K—1)/d e tem-se a" > 1 +nd > K. O

Lema 2.6 Fixado o niimero real positivo a # 1, e dados o, € R*. com 0 < a < B, entdo
existe algum r € Q tal que a” € [a, B].

11



Demonstracdo. Dados o, € R} com 0 < a < 8, para demonstrar esse lema, devemos
exibir um nimero r € Q tal que @” € [, B]. Dividiremos essa demonstra¢do em quatro casos:

(la>lel<a<f;

(ia<lel<a<f;

(iij)a>led<a<1<f;

(vya<led<oa<p<l.

Para para a demonstragdo de (i), sea >l e 1 < o < 3, segue da Proposi¢do (2.5), que
existe M € N tal que

a<p<d 2.1)

Determinado M € N satisfazendo a desigualdade (2.1), considere o ndmero real
B—a
K=1|1 .

Observe que <ﬁ;—Ma> ¢ positivo, pois por hipdtese, B > «. Assim, segue que K > 1. Pela

Proposicdo (2.5), existe n € N tal que

aM

1<a<(1+ﬁ_a) 2.2)

Da desigualdade (2.2) decorre que

1 o
l<arn <14+ ——
aM
0 qua acarreta
1
O<aM<aﬁ—1> <B-a.
Assim, para todo racional % < M, temos:
m 1 1
O<anr (cﬂ—l) SaM<aﬁ—1> <B-c.

Dai,

0<a"n —ai <B—a. (2.3)
Da desigualdade (2.3) conclui-se que as poténcias
o 1 2 mel M

a,an,an,---,an ,d

sdo extremos de intervalos consecutivos, todos de comprimento menor do que o compri-

mento do intervalo [a, B].

12



Como [a, B] C [1,a¥], pois 1 < o < B < a™, pelo menos um desses extremos, digamos
an € [a,B]. Tomando r = ", temos a” € [, B] como querfamos.
Para o caso (ii), suponhaque a < 1 e 1 < a < 3. Entéo, como é > 1, pela Proposi¢ao

(2.5), existe M| € N tal que

O<a<B<a™,

Fazendo M = —M, a demonstracdo segue do caso (i).
Para a demonstragdo do caso (iii), suponhaque a > 1 e 0 < @ < 1 < . Entdo, tomando
t= #, temos
a<l<t<p.

Pelo caso (i), existe um racional r tal que a” € [t, B]. Como [t,] C [, ], temos que a” €
[, B], como queriamos.
Finalmente para a demonstragdo do caso (iv), sea<1le 0 < o < B < 1, teremos

é > % > 1. Pelo caso (i), existe r € Q tal que % < (C—ll)r < é. Logo, o < a" < B, como
queriamos.

OJ

Definicdo 2.5 Seja a € R’ com a # 1. Chama-se fungdo exponencial de base a, a fungdo
f R — R definida por f(x) = a*.

A fungdo definida acima satisfaz as seguintes propriedades para quaisquer x, y € R:
1. a* & =a"",;
2. al =q;

3. (a)sex <y,entdoa* <a’quandoa>1le

(b) se x <y, entdo a* > a” quando 0 < a < 1.
Proposic¢io 2.7 A fungdo exponencial de base a € R, com a # 1 é continua.
Demonstracao. Devemos mostrar que dado xg € R* , entdo

lim |a* —a™| =0.
X—X0

Para isto, suponha que a > 1 (o caso em que 0 < a < 1 € tratado de modo andlogo) e considere
0 conjunto

A:{a%;nEN},

limitado inferiormente. LLogo o conjunto A possui infimo. Seja j = infA. Observe que j = 1.
1 .
De fato, basta observar que Vn € N temos 1 < j < an, que acarreta j” < a, Vn € N. Assim,

asequéncia (j!, j%, ---,j", ---) é limitada superiormente, o que implica j = 1, pois se j > 1,

13



pela Proposicio (2.5), a sequéncia (j!, j%, ---, j*, ---) seria ilimitada superiormente, o que
¢ uma contradi¢do. Logo, j = 1.
Agora vamos mostrar que
lim |a* —a®| = 0.
x—0

Bl 1
De fato, dado € > 0, existe np € Ntalque a™ < 1+¢€.Se 0 <x < %, entdo 1 <a* <am <

1
. 1 e _ 1 1 1
I4+e Jise —o-<x<O0,tem-se | >a*>a " =5 > 5 >1—¢€ Logo, s |x—0|<%,
0
temos 1 — €& < a* < €41, ou seja,

o —d°| < e.

Portanto,

lim |a* — a°| = 0,
x—0

como queriamos.
Agora fixado xy € R, dado € > 0, existe § > 0 tal que

. . _ €
|x —xo| < & implica |[a" 0 — 1| < —.
aro

Daf, multiplicando a desigualdade |¢*0 — 1| < & por a', segue que

la* —a™| < €.

Portanto,
lim |@* —a™| =0,
X—rX(
para todo x¢ € R fixo, como queriamos. 0

Proposicio 2.8 Seja a € R’ com a # 1. Entdo a fungdo a* é ilimitada.

Demonstracao. Consequéncia imediata do Lema (2.6). O

Proposicio 2.9 Seja a € R’, com a # 1. Entdo a fungdo a* é injetora.

Demonstracao. Consequéncia imediata da Propriedade 3 da Defini¢do (2.5). 0

Proposiciio 2.10 Seja a € RY. com a # 1. Entdo a imagem da fungdo a* é o intervalo (0,0).

Demonstracdo. Devemos demonstrar que para todo b € R’ existe algum x € R tal que
a* = b. Para isso, escolhemos, para cada n € N, uma poténcia a’ com r,, € Q tal que,

1 1
b——<a"<b+-.
n n

14



Isso acarreta |b —a"| < 1. Logo,

lim a'™™ = b.
n—oo

Se a > 1, (o caso onde a < 1 € andlogo) podemos escolher as poténcias a’ de tal modo
que
a' <ad?<ad¥ <. <d"<---<b.

Fixando s € Q tal que b < @’ (isso € possivel em virtude do Lema (2.6)) e considerando

a monotonicidade da funcio exponencial, chegamos as desigualdades
rn<<mn< - -<rp-<S.

A sequéncia (r,) ¢ mondtona crescente, limitada superiormente por s, logo, devido a

completeza de R, (a,) possui limite. Assim, existe x € R tal que

lim r,, = x.
n—yoo

Devido ao fato da fun¢@o exponencial ser continua,

ad=limad"=b
n—oo

como queriamos.
Ja o caso onde a < 1 segue das Proposicoes (2.7) e (2.10). O

Teorema 2.11 Seja f: R — R uma fun¢do mondtona injetiva (crescente ou decrescente).

As seguintes afirmagcoes sdo equivalentes:

1. f(nx) = f(x)" para todo n € Z e todo x € R.
2. Sea= f(1), entdo f(x) = a* para todo x € R.
3. f(x+y) = f(x)- f(y) para quaisquer x,y € R.

Demonstracdo. (1) = (2). Sendo r = ' um racional (com m € Z e n € N*) temos
f(r) =d’". De fato, r = 7 acarreta m = n-r. Dai, se x € R, entdo

f(rx)" = f(nrx) = f((nr)-x) = f(m-x) = f ()",

ou seja,
fr-x)=fx)".

Escrevendo f(1) = a e tomando x = 1, temos
fr)=f(r-1) =) =d".
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para todo r € Q.
Suponha que f seja crescente (o caso onde f € decrescente é andlogo). Observe que

1=a"= f(0) < f(1) = a, ou seja,
a>1.

Afirmacao: Para todo x € R, tem-se f(x) = a*. Com efeito, para x racional ja estd provado,
resta provar para x irracional. Ora, suponha que exista x € R tal que f(x) # a*, digamos
f(x) < a* (o caso onde f(x) > a* é feito de modo andlogo). Pelo Lema (2.6) existe um
nimero racional r tal que

flx)<d <d,

ou seja,
fx) < f(r)=d <a".
Como f é crescente, temos x < r e como a* também ¢ crescente, temos que r < x. O que é

uma contradi¢do. Logo, para todo x € R, tem-se f(x) = a*.
(2) = (3). Basta observar que para todo x,y € R,

flry) =@ =ata = f(x) )

Antes de provarmos (3) = (1), provaremos quatro propriedades importantes, sdo elas:

(i) f(0) # O;

(it) f(0) = 1;

(iii) f(x) >0, para todo x € R;

(iv) f(=n-x) = ) para todo n € N e para todo x € R.

Para a prova de ( ) suponha que f(0) = 0. Entdo, para todo x € R temos

£(x) = f(x+0) = £(x)- £(0) = f(x) -0 =0.

Assim f € uma funcdo constante, o que contradiz a hip6tese de que f € monétona injetiva.
Portanto, f(0) # 0 como queriamos.

Jd para a prova de (ii), observe que

f(0) = f(0+0) = f(0)- £(0).

Isso acarreta
f(0)-[f(0)—1] =0,

donde segue que f(0) = 1 pois, f(0) # 0.
Para provar (iii), basta perceber que dado x € R, temos que

0=1(5+3)=15)1G) =) >0

Para provar (iv), basta observar que para todo x € R e para todo n € N temos
1=f(0) = f((n-x)+(=n-x)) = f(n-x)- f(—n-x),
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ou seja
1

fln-x)’

Provaremos agora que (3) = (1). Para n natural, vamos provar essa implicacéo por

f(=n-x) =

indugao sobre n. Ora, seja
P(n) : f(nx) = f(x)"
a sentencga. Observe que P(0) é verdadeira, pois

f0-x) = f(0) =1 = f(x)",

para todo x € R.
Suponha que P(n) seja verdadeira para algum n natural, ou seja,

flnx) = f(2)"

para todo x € R. Vamos mostrar que P(n+ 1) é também verdadeira. De fato, para todo x € R,

f((n41)-2) = fn-x+x) = f(n-x) - f(x) = f(0)" flx) = f(0)".

Logo, P(n+ 1) também é verdadeira. Portanto, P(n) é verdadeira para todo n € N.
Para n inteiro negativo, —n é um inteiro positivo, ou seja, um nimero natural. Entao,

G [ ————

como queriamos. 0

Teorema 2.12 Seja g : R — R uma fungdo mondtona injetiva (crescente ou decrescente)

tal que, para x,h € R quaisquer, o acrescimo relativo goﬁ;ﬁ# dependa apenas de h, mas

ndo de x. Entdo, se b=g(0) #0ea= %, tem-se g(x) = ba* para todo x € R.

Demonstracao. Suponha que o quociente

gx+h
g = SN
g(x)
independa de x e considere a fungdo f definida por f(x) = % com b = g(0). Como g é
mondtona injetiva, f também é. Além disso, ! Sf&')h ) independe de x e f(0) = 1, pois,
fOth) BN ) 8O b
T s B

b
Observe também que g(h) = f(h), para isto, basta tomar x = 0 nas primeiras igualdades

acima. Assim,




ou seja,
flx+h)=f(x)- f(h).
Como f é mondtona injetiva e satisfaz f(x+h) = f(x)- f(h), V x,y € R, segue do
Teorema (2.11), que f é dada por f(x) = a*. Assim,

gx)=b-flx)=b-a".

2.4.2 Funcao Logaritmica

Considerando o exposto acima e as proposi¢oes (2.9) e (2.10), vamos ndo s6 definir
logaritmos e fun¢do logaritmica, mas também destacar algumas proriedades, cujas demons-
tracdes sdo feitas seguindo as ideias de [6], que destaca o fato da funcdo logaritmica ser a
funcdo inversa da exponencial .

Definicao 2.6 Dado um niimero real k > 0, com k # 1, o logaritmo de um niimero x > 0 na
base k é o expoente y a que se deve elevar k de tal modo que k¥ = x. Escreve-se y =log; x e

lé-se y ¢ o logaritmo de x na base k.
Proposicao 2.13 Sendo a,b e c niimeros reais positivos, a # 1, tem-se
log,(b-c) =log,b+log,c.

Demonstracdo. Denotaremos x,y e z respectivamente por log, b, log, c e log, bc. Segue da
Defini¢ao (2.6) acima que

a = b, 2.4)
@ = c (2.5)

e
a = b-c. (2.6)

Substituindo (2.4) e (2.5) em (2.6) temos & = a*@® = a’**, que pela injetividade da funcdo

exponencial, acarreta z = b+ ¢, ou seja,

log,(b-c) =log,b+log,c.
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Proposicao 2.14 Sendo a,b e c niimeros reais positivos, com a # 1, tem-se
b
log, | — | =log,b—log,c.
c

Demonstracdo. Denotaremos x,y e z respectivamente por log, b, log, c e log, (?) Segue
da Definicdo (2.6) que

& = b, 2.7)
@ = c (2.8)
e
a = IZ (2.9)
c

Substituindo (2.7) e (2.8) em (2.9) temos a* = Z—f = a*7”, que pela injetividade da fun¢do
exponencial, acarreta z = x — y, ou seja,

b
log, (—) =log,b—log,c.
c

Proposicao 2.15 Sendo a,b e c niimeros reais positivos com b # 1 e ¢ # 1, tem-se que

1 = .
%4 log.b

Demonstracdo. Denotaremos x,y e z respectivamente por log, a, log.a e log.b. Segue da
defini¢do (2.6) que

K= a (2.10)
¢ = a (2.11)

e
¢ = b (2.12)
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De (2.10) e (2.11), temos

o= ¢ (2.13)

Substituindo (2.12) em (2.13) obtemos ¢** = ¢”, que pela injetividade da funcdo exponencial,
log.a

acarreta zx = y, provando que log, a = =5,
C

ou seja,

log.a =log.b-log,a.

Lema 2.16 Dados os niimeros reais positivos a e b, com a # 1. Entdo:
(a) log,a™ = m, para todo m real;

(b) a8’ = b

Demonstracao.
(a) Sejalog,a™ = p. Vamos mostrar que p = m. De fato, log,a™ = p acarreta a” = a™. Pela
a injetividade da fun¢do exponencial, segue que p = m.

(b) Sejalog,b = r. Entdo, a” = b. Assim,

a8t = " = b,

Proposicao 2.17 Sendo b e ¢ niimeros reais positivos com ¢ # 1 e m um niimero natural,
tem-se

log, b™ =m-log,b.

Demonstracao.
Sendo b e ¢ nimeros reais positivos com ¢ # 1, fazendo a = b™ na Proposicao (2.15)

segue do Lema 2.16, que

log, 0™ =log, b" -log.b = m-log,b.

Teorema 2.18 Seja f : R* — R uma fungdo mondtona injetiva (crescente ou decrescente)

tal que
flxy)=f&)+f0)
para quaisquer x,y € R%. Entdo, existe a >0 com a # 1 tal que f(x) =log,x para todo

xe R,
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Demonstracao. Dividiremos esta demonstracdo em duas partes:
(i) Vamos mostrar que f(a™) = m para todo m real. Para isso, suponha inicialmente
que f(a) = 1. Ora,
fA) =711 =f1)+f(1),

o que acarreta f(1) = 0.
Além disso, como f é crescente e f(a) =1 > 0= f(1), tem-se a > 1. Para a prova de

que f(a™) = m para todo m real, iniciaremos provando para m natural. De fato, sendo

a sentenga, P(0) é verdadeira, pois

Vamos mostrar que P(m+ 1) também € verdadeira. De fato,

(@) = f(a"-a) = f(@")+ fla) =m+1.

Logo, P(m+ 1) também ¢é verdadeira. Portanto, f(a™) = m, para todo m natural.
Sendo m natural, —m é um inteiro negativo. Além disso, tem-se f(a~") = —m. Com
efeito,

fla™™)+m=fla™™)+f(@") = fl@a™-a") = fla™™) = f(1) =0,
ou seja,
fla™)=—m.
Jéser:%commEZenGN,temosmzr-n. Logo,

m=f(d") = f(d"") = f((&")") =n-f(a),

0 que acarreta

m
a)=—=r
fla)="=
Por fim se x € R, entdo existem r,s € Q, tal que r < x < s. Logo, a” < a* < a’, ou seja,
fla") < f(a") < f(a’).
Assim,
r<f(a) <s.
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Dessa forma, todo nimero racional r menor do que x, também é menor que f(a*) e
todo nimero racional s maior que x, também € maior que f(a*). Logo,

fla) =x.
para todo x € R, pois caso contrario, terfamos f(a*) < x ou f(a*) > x. Se ocorrer f(a*) < x,
r<fla)<x<s.

Assim, V g € Q tem-se ¢ ¢ (f(a*),x). O que é um absurdo, pois, entre quaisquer dois
nimeros reais existe um nimero racional. O caso onde f(a*) > x ¢é justificado de modo
andlogo.

Assim, fazendo a* = y na igualdade f(a*) = x, pela Defini¢do (2.6) tem-se

f(y) =log,y

para todo y positivo.

(if) Para o caso geral, considere uma fungdo crescente g : R7 — R, tal que

glx-y) = g(x)+g(v).

Para essa fungdo g, verifica-se que g(1) = 0 e além disso, como 1 < 2, escrevendo
b =g(2), temos b > 0, pois g(2) > g(1) = 0. Agora considere uma fungdo f : R7 — R
definida por f(x) = %. Observe que, f € crescente pois, g € crescente, transforma produtos
em somas e além disso, f(2) = 1. Pela parte (i) da demonstragéo, tem-se f(x) = log, x, para
todo x positivo. Assim, para todo x positivo,

escrevendo a = 2. Aplicando log, em ambos os membros da igualdade a® ) = x e 0 Lema
(2.16) vem,

g(x) =log,x.
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Capitulo 3

Logaritmo: Aprendendo através da
Resolucao de Problemas

3.1 Compreendendo a definicao, as propriedades e algu-

mas aplicacoes dos logaritmos

A seguir, propomos atividades com o objetivo de apresentar a definicao de logaritmo e
conhecer as propriedades do logaritmo por meio de tabelas e em seguida, algumas aplicagdes
importantes que fazem parte do cotidiano de muitos cidadaos.

Em geral, as propriedades sdo ensinadas como regras, enunciadas no quadro negro.
Atividades com as tabelas (que podemos chamar de tdbuas) podem articular-se com a abor-
dagem tradicional de sala de aula oferecendo aos alunos uma oportunidade para lidar com as
propriedades de forma mais concreta e dindmica.

Para alcancar estes objetivos é necessdrio que os alunos sejam motivados a ponto de
ter uma participacao efetiva na resolugdo das atividades. A seguir, temos uma descri¢dao dos

aspectos das atividades propostas na Secao 3.2.

3.1.1 Aspectos das atividades 1 e 2

e Objetivos

Essas atividades objetivam levar o aluno a compreender a definicdo de logaritmo; en-
tender a maneira que se deu o surgimento do logaritmo; perceber que o logaritmo €
uma ferramenta que pode ser usada para executar cdlculos e conhecer algumas propri-

edades importantes do logaritmo.

Dessa forma, os conceitos matematicos envolvidos nessas atividades sdo a defini¢dao
e suas propriedades. Essa proposta se torna diferente das que encontramos constante-
mente nos livros didaticos da rede estadual do estado da Paraiba. Neles, a defini¢do

€ colocada sem significado, sem conex@o com a histéria da matematica, sem as moti-
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vagdes que levaram a criacdo desse conhecimento. J4 nas atividades propostas, com a
resolucdo das questdes, o aluno tem a possibilidade de construir seu préprio conheci-

mento, compreender a defini¢ao e identificar as propriedades.

Publico alvo

As atividades 1 e 2 sdo destinadas aos alunos da 1? série do ensino médio. Os alunos
dessa faixa etaria, devido as experiéncias vividas nas séries anteriores, ja adquiriram
maturidade que possibilita compreender de forma efetiva os conceitos abstratos tipicos

dos logaritmos.

Pré-requisitos

O aluno necessita ter uma boa noc¢@o de func¢des exponenciais, propriedades das po-

téncias e func¢do injetora.

Materiais e tecnologia

Para o desenvolvimento dessas atividades, € necessario papel A4, caneta esferografica,

lapis grafite, borracha e projetor multimidia (data show).

Recomendagdes metodoldgicas

E recomendavel que o professor trabalhe essas atividades em equipes, pois, a intera¢ao
entre os componentes da equipe, além de proporcionar um ambiente de discussdo, pode

facilitar a compreensao dos conceitos abordados nas atividades.

No desenvolvimento das atividades, é importante que o professor proporcione um am-
biente de discussdo propondo aos alunos a exposicdo das resolugdes das atividades

para os demais alunos da turma, escolhendo para isso, um aluno de cada grupo.

Dificuldades previstas

Algumas dificuldades podem surgir no desenvolvimento dessa atividade, dentre elas
estd: timidez dos alunos; falta de interesse pelas aulas de matematica; turmas com
numero excessivo de alunos; dificuldade em identificar relacdes entre alguns elementos
da tabela.

Descrigdo geral

Essas atividades deverdo ser trabalhadas em turmas do 1° ano do ensino médio durante
um periodo de 4 (quatro) aulas (com 50 minutos cada). Elas devem ser trabalhadas na
introducao do contetido logaritmo, pois, os questionamentos sdo feitos com intuito de
provocar os alunos a ponto dos mesmos conseguirem compreender a motivagao que le-
vou o surgimento dos logaritmos. Para isso, nos 50 primeiros minutos o professor deve
explicar a dinamica das aulas para que todos possam entender como serdo desenvol-

vidas as atividades, em seguida, devem ser reservados 50 minutos para que 0s grupos
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se familiarizem com a atividade, com a participacdo do professor. Nos préximos 50
minutos os alunos devem elaborar suas resolugdes e eleger um componente do grupo
para que possa fazer a exposi¢ao para os demais grupos da sala. Os 50 minutos res-
tantes podem ser utilizados para fazer alguns questionamentos e apresentar a notagao
e defini¢do dos logaritmos, mencionar a ideia de base que serd objeto de estudo.

e Possiveis continuagdes

Essas atividadse podem ser complementada propondo ao educando, a construgdo de
algumas tabuas de logaritmos. Essa atividade € interessante, pois leva os alunos a
compreender o processo pelo qual os matemdticos passaram para construir as tdbuas

de logaritmos que conhecemos atualmente.

3.1.2 Aspectos da atividade 3

e Objetivos
Essa atividade objetiva levar o aluno a compreender que para elaborar um modelo
usando uma funcao exponencial que descreva um fendmeno natural € necessario veri-
ficar se esse problema satisfaz a caracterizagdo da fun¢do de tipo exponencial.

e Publico alvo

A atividade € destinada aos alunos da 12 série do ensino médio.

e Pré-requisitos
O aluno necessita ter uma boa nocao de func¢des exponencial e logaritmica, proprieda-
des das poténcias e, funcao injetora e sobrejetora.

e Materiais e tecnologia
Para o desenvolvimento dessas atividades, € necessario papel A4, caneta esferografica,
lapis grafite, borracha, projetor multimidia (data show) e calculadora cientifica.

e Recomendacdes metodologicas

E recomendavel que o professor trabalhe essa atividade em equipes, pois, a interagao
entre os componentes da equipe, além de proporcionar um ambiente de discussao,

pode facilitar a compreensao dos conceitos abordados na atividade.

No desenvolvimento da atividade, é importante que o professor proporcione um ambi-
ente de discussao propondo aos alunos a exposicao das resolucdes das atividades para
os demais alunos da turma, escolhendo para isso, um aluno de cada grupo.

e Dificuldades previstas

Algumas dificuldades podem surgir no desenvolvimento dessa atividade, dentre elas

estd: timidez dos alunos; falta de interesse pelas aulas de matematica; turmas com
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nimero excessivo de alunos; além da dificuldade em compreender os conceitos de

acréscimo relativo e de dependéncia.

e Descri¢do geral

Essa atividade deverd ser trabalhada em turmas do 1° ano do ensino médio durante um
periodo de 4 aulas (com 50 minutos cada). Ela deve ser trabalhada no aprofundamento
do conteudo logaritmo, pois, os questionamentos sdo feitos com intuito de provocar
os alunos a ponto dos mesmos conseguirem compreender a caracterizacdo da funcdo
de tipo exponencial. Para isso, nos 50 primeiros minutos, o professor deve, explicar
a dindmica das aulas para que todos possam entender como serdo desenvolvidas as
atividades, em seguida, nos préximos 50 minutos devem-se ser reservados para que
os grupos se familiarizem com a atividade. Os préximos 50 minutos os alunos devem
elaborar suas resolucdes e eleger um componente do grupo para que possa fazer a
exposicao para os demais grupos da sala. Os 50 minutos restantes podem ser utilizados

para fazer alguns questionamentos ou algumas demonstracoes.

e Possiveis continuagdes

Essa atividade pode ser complementada propondo aos educandos, a demonstracio da
caracterizacdo das fungdes exponenciais e logaritmica. Ter dominio dessas ideias é
importante pois, sdo necessdrias quando precisamos saber qual funcao pode ser usada

para modelar um fendmeno.

3.1.3 Aspectos da atividade 4

e Objetivos
Essa atividade objetiva levar o aluno a perceber a existéncia de aplicacdes dos loga-
ritmos; verificar que o logaritmo € uma ferramenta que pode ser usada para resolver
problemas que convivemos diariamente.

e Publico alvo

A atividade 4 € destinada aos alunos da 1? série do ensino médio. Os alunos dessa
faixa etdria, devido as experiéncias vividas nas séries anteriores, ja adquiriram maturi-
dade que possibilitam compreender de forma efetiva os conceitos abstratos tipicos dos
logaritmos, tais como generalizacdes e demonstragdes.

e Pré-requisitos
O aluno necessita ter uma boa noc¢do de: propriedades das poténcias, fun¢ao exponen-

cial, equagdes exponenciais, propriedades das poténcias, equacdes logaritmicas.

e Materiais e tecnologias
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Para o desenvolvimento dessa atividade, é necessario papel A4, caneta esferografica,
lapis grafite, borracha e projetor multimidia (data show) e calculadora cientifica.

Recomendag¢des metodoldgicas

E recomendével que o professor trabalhe essa atividade em equipes, pois, a interaco
entre os componentes da equipe, além de proporcionar um ambiente de discussao, pode
facilitar a compreensdo dos conceitos abordados na atividade. No desenvolvimento da
atividade, € importante que o professor proporcione um ambiente de discussdo pro-
pondo aos alunos a exposicdo das resolucdes da atividade para os demais alunos da
turma, escolhendo para isso, um aluno de cada grupo.

Dificuldades previstas

Algumas dificuldades podem surgir no desenvolvimento dessa atividade, dentre elas
estd: timidez dos alunos; falta de interesse pelas aulas de matemadtica; turmas com

ndmero excessivo de alunos; dificuldade em modelar o problema.

Descricao geral

Essa atividade devera ser trabalhada em turmas do 1° ano do ensino médio durante
um periodo de 4 aulas (com 50 minutos cada). Ela deve ser trabalhada apés os alunos
terem compreendido de forma efetiva o contetido logaritmo. Os questionamentos co-
locados em cada item sdo feitos com intuito de provocar os alunos a ponto dos mesmos
conseguirem compreender os modelos que sdo utilizados para resolver alguns itens da
atividade. Para que a atividade seja um meio eficaz para atingir uma aprendizagem sa-
tisfatdria, € necessario que o professor nos 50 primeiros minutos, explique a dindmica
da aula para que todos possam entender como serd desenvolvida a atividade e, em se-
guida, deve-se ser reservado os 50 minutos, para que os grupos se familiarizem com a
atividade. Os proximos 50 minutos os alunos devem elaborar suas resolucdes e eleger
um componente do grupo para que possa fazer a exposi¢@o para os demais grupos da
sala. Os 50 minutos restantes podem ser utilizados para fazer alguns questionamentos

ou algumas demonstragdes.

Possiveis continuagdes

Essa atividade pode ser complementada propondo ao educando, a demonstragao da
regra dos 70 que pode ser encontrada em [5]. Essa demonstragcdo pode ser feita pelo
aluno quando o mesmo se sentir maduro a ponto de compreender o significado das

ideias nela contida.
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3.2 Atividades

Atividade 1.

Nem sempre existiu a facilidade que presenciamos atualmente com relagdo a tarefa de efetuar
calculos. Calculadoras, computadores sao invencdes recentes do homem, sdo ferramentas
que no século XVII ndo existiam. Realizar cdlculos envolvendo as operagdes: multiplica-
cdo, divisdo e potenciacdo, por exemplo, naquela época era uma atividade que geralmente
poucos conseguiam realizar de forma eficiente. Diante desse fato, Carlos decidiu investigar
os modos que os matematicos usavam para realizar seus cédlculos naquele século. Para a sur-
presa de Carlos, a tnica pista que encontrou foi uma parte de uma tabela (Tabela 3.1), que

foi construida no comeco do século XVII pelo matematico sui¢o Joost Biirgi (1552-1632).

Coluna 1 | Coluna 2 | Coluna 3 | Coluna 4 | Coluna 5 | Coluna 6
Linha 1 1 0,000 11 1,041 21 1,322
Linha 2 2 0,301 12 1,079 22 1,342
Linha 3 3 0,477 13 1,114 23 1,361
Linha 4 4 0,602 14 1,146 24 1,380
Linha 5 5 0,699 15 1,176 25 1,398
Linha 6 6 0,778 16 1,204 26 1,415
Linha 7 7 0,845 17 1,230 27 1,431
Linha 8 8 0,903 18 1,255 28 1,447
Linha 9 9 0,954 19 1,279 29 1,462
Linha 10 10 1 20 1,301 30 1,447

Tabela 3.1: Tabela Misteriosa 1

A tabela elaborada por esse matemético guardava alguns fatos que deixou Carlos curi-
0s0, por exemplo, para efetuar a multiplicacdo 2 x 4, bastava observar o nimero que estava
posicionado (na mesma linha) logo ap6s o 2 (que nesse caso € 0,301) e o niimero que es-
tava posicionado (na mesma linha) logo apds o 4 (que nesse caso € 0,602), efetuar a soma
0,301 40,602 = 0,903, localizar o nimero 0,903 na tabela e, em seguida observar que o
nimero que estd logo atrds (na mesma linha) de 0,903 € 8.

(a) Sera que Carlos descobriu um caso isolado ou existem outras multiplicacdes envol-
vendo nimeros dessa tabela (que estdo nas colunas impares, por exemplo, nas colunas
1,3,5, etc...), que podem ser efetuadas usando o procedimento relatado anteriormente?
Justifique.

(b) Se suaresposta foi sim no item (a), usando a Tabela 3.1, tente efetuar as multiplicacdes

abaixo:

(1) 4x7=
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(i) S5x5=
(1)) S5x4=
(iv) 7x3=
(c) Sera que para efetuar divisoes envolvendo nimeros que estdo nas colunas impares (por

exemplo, coluna 1, 3, 5, etc...) é possivel usar a tabela de forma andloga a usada no
relato anterior? Justifique.

(d) Se sua resposta foi sim no item (c), tente efetuar as divisdes a seguir, usando a tabela.

(1 20+5=
(i) 30+6=
(1) 28+4=
(iv) 18+6=
(v) 21+7=
(vi) 30+10=
(vil) 24+6=
(viil) 287 =

(e) Outro fato bastante curioso é que Carlos percebeu que para calcular 52, bastava obser-
var qual numero estava (na mesma linha do 5), logo apds o 5 (nesse caso 0,699) e em
seguida, multiplica-lo pelo expoente 2, encontrando nesse caso, o nimero 1,398 e ob-
servar qual € o niimero que estd logo atrds (na mesma linha) de 1,398 (que nesse caso
¢ 25). Logo, Carlos concluiu que 5% = 25. O ocorrido é uma coincidéncia ou podemos
calcular poténcias de nimeros que estdo nas colunas impares (por exemplo, coluna 1,

3,5, etc...) usando a tabela da forma como foi usada no relato anterior? Justifique.

(f) Se sua resposta foi sim no item (e), tente resolver as poténcias a seguir, usando o

procedimento relatado anteriormente.

(i) 3°=
(i) 4°=
(i) 2*=
(v) 3=
(v) 23=
(vi) 23 =
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€3]

(h)

Quando vamos resolver equagdes exponenciais em R, por exemplo, a equagdo 10* =
100 , devemos encontrar um valor para a letra x € R de modo que se tenha 10* = 100.
Nesse caso, x =2, pois 10 = 100 <= x =2 . Essa equivaléncia € verdadeira devido ao
fato da funcao exponencial ser injetora. Nem sempre os elementos do conjunto solugdo
de uma equagdo exponencial sdo nlimeros naturais. Em muitos casos, o conjunto solu-
¢do contém nimeros racionais ou até mesmo irracionais. Considere a equacao 10* =2.
Resolver essa equagao em R significa encontrar valor(es) real(is) para x de modo que
se tenha 10" = 2. A grande questdo € que o provavel valor para r € um nimero irraci-
onal. Entdo o que podemos encontrar ¢ uma aproximacao para x tal que 10* ~ 2. Essa
aproximacdo pode ser feita com quantas casas decimais vocé€ queira. Por exemplo,
com trés casas decimais, temos 0,301, é um valor aproximado para x por falta, pois
102301 = 1,99987 e 109392 ~ 2,00447. O valor da letra x na poténcia 10° de modo
que x seja solug¢do da equagdo 10* = 2 é chamado logaritmo de 2 na base 10, que de-
notamos por log;, 2. Dessa forma, com trés casas decimais temos x = log;,2 ~ 0,301.
Na tabela 3.1 tem-se que as colunas pares da mesma, representam os logaritmos, na
base 10, dos numeros naturais compreendidos entre 1 e 30. No entanto, log;,r pode

ser definido para qualquer rR* , como solucdo da equagdo 10° = r

De acordo com as ideias expostas anteriormente, usando a Tabela 3.1, identifique os
valores (com trés casas decimais) de:
(i) logyy5;
(i1) logo7;
(iii) log;( 10;
(iv) log;,15.
Classifique as igualdades a seguir em verdadeira ou falsa, de acordo com a Tabela 3.1,
justificando cada caso.
(i) log;n15 =1og;((3-5) =1log;y3+1logy5.
(ii) logj(2-3) =log;g2+logy,3.
(iii) logo(3-7) =log;o3 +logo7.
(iv) logo(r-s) =logyr+logigs, comr >0, es>0.
(v) logyo () =logjo15 —logyy5.
(vi) logyo () =log;y30—1log;y5.
(vii) log;o (%) =1log;o15 —log,5.
(viii) logo () =logor —logys, comr >0, es > 0.

(ix) 2-log;y3 =log;,9 = log,3>.
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(x) k-log,or =log,or*, parar > 0, e k um nimero real qualquer.

Na busca de mais explicagdes a respeito de como os matematicos da antiguidade rea-

lizavam célculos, Carlos encontrou a tabela seguir:

Coluna 1 | Coluna 2 | Coluna 3 | Coluna 4 | Coluna 5 | Coluna 6
Linha 1 1,1 0,041 2,2 0,342 33 0,518
Linha 2 1,2 0,079 2,3 0,361 34 0,531
Linha 3 1,3 0,114 2,4 0,380 3,5 0,544
Linha 4 1,4 0,146 2,5 0,398 3,6 0,556
Linha 5 1,5 0,176 2,6 0,415 3,7 0,568
Linha 6 1,6 0,204 2,7 0,431 3.8 0,580
Linha 7 1,7 0,230 2,8 0,447 3.9 0,591
Linha 8 1,8 0,260 2,9 0,462 4,0 0,602
Linha 9 1,9 0,279 3,0 0,477 4,1 0,612
Linha 10 2,0 0,301 3,1 0,491 42 0,623
Linha 11 2,1 0,322 3,2 0,505 43 0,633

Tabela 3.2: Tabela Misteriosa 2

A duivida de Carlos foi a seguinte: serd que essa tabela também contém alguns fatos
curiosos que constatamos na tabela 3.2?7 Qual € a sua opinido? Serd que essa Tabela

envolvendo nimeros na forma decimais tem as propriedades da Tabela 3.2? Justifique.

Se sua resposta foi sim no item anterior, tente efetuar multiplicagdes, divisdes e poten-
cia¢oOes envolvendo nimeros que se localizam nas colunas impares. Os resultados das

multiplicacdes com uma casa decimal foram exatos ou aproximados? Por qué?
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Atividade 2.

Além das tabelas exibidas nas atividades anteriores, também existem outras tabelas que os
matematicos usavam para realizar seus cdlculos. Uma pergunta que surge naturalmente € a
seguinte: Qual € a relacdo existente entre essas tabelas? A seguir temos parte de uma tabela

muito utilizada.

Coluna 1 | Coluna 2 | Coluna 3 | Coluna 4 | Coluna 5 | Coluna 6
Linha 1 1 0,000 11 2,298 21 3,044
Linha 2 2 0,693 12 2,485 22 3,091
Linha 3 3 1,099 13 2,565 23 3,135
Linha 4 4 1,386 14 2,639 24 3,178
Linha 5 5 1,609 15 2,708 25 3,219
Linha 6 6 1,792 16 2,772 26 3,258
Linha 7 7 1,946 17 2,833 27 3,296
Linha 8 8 2,079 18 2,890 28 3,332
Linha 9 9 2,197 19 2,944 29 3,367
Linha 10 10 2,303 20 2,996 30 3,401

Tabela 3.3: Tabela Misteriosa

(a) Existem algumas constantes famosas na literatura matemética. Uma delas € a cons-
tante de Euler, denotada pela letra e. Esse nimero e € irracional e o mesmo pode
se aproximado por e = 2,71821. Resolver equacdes do tipo ¢ = 2 no conjunto dos
nimeros reais, tomando um valor aproximado para e, digamos, e = 2,7182 significa
encontrar um k real tal que (2,7182)F = 2. A solugio da equacio ef = 2 com apro-
ximagdo por falta com trés casas decimais é k = 0,693. Essa solucdo serd denotada
por log, 2, ou seja, log,2 ~ 0,693. Definimos In,r como sendo a solu¢do x € R da
equagdo ¢* = r. A Tabela 3.3 contém valores aproximados de In, r, para r € N entre 1
e 30.

(1) log,1;
(ii) log,8;
(i) log, 11;
(iv) log,5;
(v) log,7;
(vi) log,10;
(vii) log,15.

(b) Encontre os valores de cada divisdo a seguir:
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(d)

(e)

(®)

(@)

(h)

(i) 1,946+0,845=
(i) 1,792+0,778 =
(i) 2,639+ 1,146 =

Observe que no item (b), 1,946 pertence a linha 7 e coluna 2 da Tabela 3.3 e 0,845
pertence a linha 7 e coluna 2 da Tabela 3.1, ou seja, possuem a mesma localiza¢do
em suas respectivas tabelas. O mesmo ocorre com os pares 1,792 e 0,778 e, 2,639
e 1,146. Os resultados que vocé obteve nos subitens (i) (ii) e (iii) do item (b) foram
aproximadamente iguais? Se sua resposta foi sim, expresse esse valor com trés casas

decimais.

Sera que as divisdes envolvendo nimeros das Tabelas 3.3 e 3.1 , respectivamente, que
estdo nas colunas de ordem par e possuem a mesma localizagdo sempre tem como

resultado, aproximadamente, o ndmero 2,303?

Qual € a relagdo existente entre os ndmeros que estdo nas colunas de ordem par da
tabela 3.3 e os que estdo nas colunas de ordem par da tabela 3.1 que possuem a mesma
localizac@o em suas respectivas tabelas?

Com trés casas decimais, a igualdade
log, 7 =log;,7-log, 10
¢é verdadeira? Justifique sua resposta usando as Tabelas 3.3 e 3.1.

De acordo com os itens anteriores, sendo a,b € ¢ numeros reais positivos com b € ¢

diferentes de 1, a férmula

€ valida? Justifique usando argumentos matematicos.

Classifique as igualdades a seguir em verdadeira ou falsa, de acordo com a Tabela 3.3,
justificando cada caso.
(i) log,15=1log,(3-5)=1log,3+log,>5.
(ii) log,(2-3) =log,2+log,3.
(iii) log,(3-7) =log,3+1og,7.
(iv) log,(r-s)=1log,r+log,s, comr>0,es>0.
1) =1log, 15 —log, 5.
) =log, 30 —log, 5.
) =log, 15 —log, 5.

(v) log, (
(vi) log, (
(

NEEINERN

(vii) log,
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(viii) log, (£) =log,r—log,s, comr >0, es>0.
(ix) 2-log,3 =1log,9 = log,3>.
(x) k-log,r =log,r*, parar > 0, e k um ndmero real qualquer.

(i) Encontre os valores dos seguintes quocientes:

(i) foeek.
(i) poeet.
(i) e o
(iv) %

Qual € a relacdo entre log, 5 e log;(,5? E entre log, r € log;,7, com r > 0?
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Atividade 3.

O ser humano sempre procura compreender os fendmenos que ocorre na natureza. Um des-

ses fendmenos que chamou a aten¢do ha décadas foi o fendmeno da desintegracao radioativa.

Ele ocorre quando 4tomos de uma substincia radioativa possuem a tendéncia de se desinte-

grarem, emitindo particulas e transformando-se em outra substancia ndo-radioativa.

(a)

Um cientista fez um experimento com uma amostra de uma substincia radioativa para
verificar o valor da massa M(¢) em kg da substincia radioativa existente apds ¢ anos.

O resultado desse experimento estd exposto na tabela a seguir:

Perfodo(r) 0] 05 1] 1,5] 2 |25] 3 [35] 4 [45] 5

Massa (M(1)) | 8 16,93 [ 65,20 4,50]3,903,38[2,92]2,53|2.19]1,9

(b)

()

(d)

(e)

(®)

(@)

Tabela 3.4: Dados do experimento

De acordo com a Tabela 3.4, qual o valor (em kg) da massa existente inicialmente? E
apos 4 anos?

Esboce um gréfico com as informag¢des da Tabela 3.4. Esse grafico representa uma
funcao? Explique.
Sendo M(¢) a massa da substincia existente apds ¢ anos, calcule os quocientes

M(t+1)—M(1)
M(r)

para r € {0, %, 1,%,2, --+,5}. Quais foram os valores (com duas casas decimais) dos

quocientes?

M(t+1)—M(t)
M(1)

Quais foram os valores (com duas casas decimais) dos quocientes?

(142)—M(t)

Resolva o item anterior trocando o quociente pelo quociente M)

M(t+h)—M(t) . . Z . . . ~
M é denominado acréscimo relativo. No item anterior vocé

M(t)
calculou os valores do quociente W

acréscimo relativo depende de ¢? Justifique.

O quociente

com h = 2, para vdarios valores de ¢. Esse

Fixe ¢, digamos t = 1 ano e calcule o quociente M+h)~M(2) parah=1,h=2eh=3.

M(t)
M(t+h)—M(t)

Quais foram os valores obtidos? Os valores do quociente M) dependem de h?

Justifique.

O Teorema da caracterizagao da func¢do de tipo exponencial garante que quando temos

uma funcdo M : R — R’ crescente ou decrescente, tal que para ¢, h € R quaisquer, o
M(t+h)—M(1)
M(z)
M(1)/M(0) tem-se M(t) = ba' para todo ¢ € R. Encontre uma expressdo matematica

acréscimo relativo depende apenas de i, mas ndo de ¢, se b =M(0) e a =
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(h)

(1)

@)

(k)

que expressa a massa M dessa amostra, em quilogramas, em fun¢do do tempo ¢, em

anos. (Em seus cédculos, use aproximagdes com duas casas decimais).

Apoés quantos anos, aproximadamente, a massa da substincia radioativa existente é
aproximadamente igual a % do valor da quantidade de massa inicial? (Em seus célcu-

los, use aproximacdes com duas casas decimais).

Sendo a > 1, apds quantos anos, a massa (em kg) da substancia radioativa existente é

aproximadamente igual a é do valor da quantidade de massa inicial?

Cite alguns problemas que podemos resolver usando func¢do exponencial e funcao lo-

garitmica.

Ao resolver o item (h), em um dado momento, vocé resolveu uma equagao exponen-
cial. Como podemos garantir que tal equacdo resolvida possui uma unica solugao?

Existe alguma relacdo entre a funcio exponencial e a fun¢do logaritmica?
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Atividade 4.

Quando o juro vai sendo incorporado ao capital apds cada periodo de tempo, ele € chamado
de juro composto. A soma do capital (C) com o juro (J) € o que chamamos de montante (M).
A taxa € aplicada sempre em relagdo ao montante de cada periodo. Para se ter uma ideia,
para se obter o montante, produzido por um capital de R$ 4.000,00 aplicada a taxa de juros
de 10% ao ano, durante trés anos, procedemos como esté descrito na Tabela 3.5:

’ Prazo (em anos) H Saldo (inicio de cada ano) ‘ Juro (cada ano) ‘ Montante (cada ano) ‘

1° ano 4.000,00 10% de 4.000,00 4.400,00
2° ano 4.400,00 10% de 4.400,00 4.840,00
3% ano 4.840,00 10% de 4.840,00 5.324,00

Tabela 3.5: Calculo do Montante para 3 meses e juros de 10%a.a.

Entdo, o montante ao final de trés anos é R$ 5.324.00.
Um fato interessante € que sendo M(f) o montante obtido apds ¢ anos de aplicagao,

podemos chegar a mesma resposta da seguinte forma:

M(1) =4400 = 4000+ 0, 1-4000
= 4000-(1+0,1)

M(2) =4840 = M(1)+0,1-M(1)
= 4000-(1+0,1)+0,1-4000-(140,1)
= 4000-(140,1)?

M(3)=5324 = M(2)+0,1-M(2)
= 4000-(140,1)>40,1-4000-(1+0,1)>
= 4000-(140,1)3

Logo,
M(3) =4000-(1+0,1)>.

E para n anos, como podemos escrever o valor de M(n), para n natural?

Situacdes como a descrita no exemplo anterior fazem parte do dia-a-dia de muitos
brasileiros. As movimentagdes financeiras geralmente exigem que o cidaddo tenha alguma
habilidade para ter condi¢cdes de compreender alguns procedimentos que as agéncias banca-
rias utilizam para calcular o montante apds uma aplica¢do de um capital por um certo periodo

de tempo a uma taxa fixa.
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Nesse contexto, considere um capital que inicialmente era de R$ 8.000,00 aplicado a

juro composto a uma taxa de 5% ao ano durante 15 anos.

(a) Complete corretamente a Tabela 3.6 a seguir, utilizando se preferir, uma calculadora:

Prazo (em anos) || Saldo (inicio de cada ano) | Juro (cada ano) | Montante (cada ano)

10

ano

20

ano

30

ano

40

ano

50

ano

60

ano

’70

ano

80

ano

90

ano

10° ano

11° ano

12° ano

13° ano

14° ano

15° ano

(b)

©

(d)

(e)

Tabela 3.6: Calculo do Montante para 15 meses a juros de 5% a. a.

Se C(0) é o capital inicial e % é a taxa de juro anual, qual deve ser o valor do montante
M(t) apés t anos?

Em qual ano, o montante obtido ficou mais préximo do dobro do capital aplicado
inicialmente?

Complete a Tabela 3.6 para a mesma taxa de juro ao ano (5%) e para o mesmo periodo
de aplicagdo (15 anos) de um capital de:

(i) R$ 100,00
(i) R$ 150,00;
(iii) R$ 200,00.

e responda os itens (a), (b) e (c) para estes casos.

Nos casos (i), (ii), (iii) do item anterior, 0 que ocorreu com o montante no 14° ano?

Tem alguma relacdo com o capital inicial? E aproximadamente igual ao dobro do
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capital inicial? Serd que para qualquer valor do capital inicial aplicado a taxa de 5%
ao ano, no 14° ano o montante serd praticamente igual ao dobro do valor do capital

inicial? Justifique sua resposta com argumentos matematicos.

A justificativa formal do fato em que no 14° més o montante é aproximadamente igual ao

dobro do capital inicial pode ser encontrada no Apéndice A.
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Capitulo 4

Comentarios a respeito das atividades

4.1 Atividade 1

Nessa atividade € colocada uma tabela e com o uso desta, € feito o produto 2 x 4 = 8.
Em seguida, foi proposto ao aluno, efetuar cdlculos usando o mesmo procedimento adotado
para calcular 2 x 4 = 8.

O item (a) é proposto com objetivo de levar o aluno a identificar que qualquer par de
elementos situados em colunas de ordem impar pode-se efetuar multiplicacdes entre eles
usando a tabela.

O item (b) é proposto com objetivo de ilustrar como foi que a ideia de logaritmo surgiu,
e como eram realizados os cédlculos durante os séculos XVI e XVII.

Os itens (c) e (d) sdo colocados para que o aluno possa identificar que além da multi-
plicacdo, a divisdo entre elementos da tabela que se localizam em colunas impares também
podem ser efetuadas com o uso da tabela.

Ja no item (e) € feito um comentdrio a respeito de como pode ser feito o calculo da
poténcia 5% e em seguida é questionado se poderiamos calcular outras poténcias de nimeros
que se localizam em colunas de ordem impar. A resposta para esse questionamento € sim.
Em seguida, no item (f), é proposto o cdlculo de algumas poténcias usando a tabela.

E importante destacar que atualmente, os cdlculos propostos nos itens anteriores po-
dem ser efetuados sem nenhuma dificuldade, porém, o objetivo dessa atividade € mostrar
uma utilidade dessa Tabela a época antiga.

Um ponto importante dessa atividade € o comentdrio a respeito da resolucdo de equa-
coes exponenciais. Esse comentdrio tem como objetivo, levar o aluno a compreender que os
logaritmos nada mais sdo do que a solucdes de equacdes exponenciais. Com isso, o aluno
pode perceber que log;p2 ~ 0,301 e com o auxilio do professor, poderd perceber que os
elementos das colunas de ordem impar da Tabela 3.1 sdo solu¢des aproximadas de equagdes
do tipo 10* = a.

ApOs esses reconhecimentos, o item (g) procura proporcionar ao aluno reconhecer que

a Tabela 3.1 nada mais € do que uma tdbua de logaritmos na base 10, dos nimeros naturais
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de 1 a 30.

O item (h) ao ser resolvido pode levar o aluno a identificacdo das propriedades prin-
cipais dos logaritmos, utilizando a Tabela 3.1. Os subitens (iv), (viii) e (X) sdo as generali-
zacOes das trés propriedades fundamentais, as quais estdo demonstradas no Capitulo 2 para
auxiliar o professor.

Os itens (i) e (j) s@o exercicios andlogos aos anteriores (itens (a)-(h)). Eles s@o coloca-
dos com intuito de deixar claro que podemos calcular logaritmos de niimeros decimais e que

as propriedades destacadas no item (h), ainda continuam vélidas.

4.2 Atividade 2

Na Atividade 2 é apresentada uma tdbua de logaritmos na base e. Essa constante é
conhecida na literatura matematica como constante de Euler, que denotamos por e e tem o
valor aproximado de 2,71828....

O ntimero e € irracional. Entdo, ndo conhecemos seu valor exato, somente aproxima-
¢des. Por isso, resolver equacdes do tipo e =2 no conjunto dos nimeros reais, tomando
e = 2,71828, significa encontrar um k real tal que satisfaca a equacdo (2,71828)F =2. A
solu¢do com aproximacao por falta com trés casas decimais é k = 0,693. Essa solugdo é
denotada por log, 2, ou seja, log, 2 = 0,693, nimero que encontramos na Tabela 3.3.

O professor deve convidar os alunos a verificar que os elementos que se localizam nas
colunas de ordem impar da Tabela 3.3 sdo solucdes aproximadas, com trés casas decimais
das equagdes do tipo ¢ = a. Portanto, a tabela 3.3 é uma pequena tibua de logaritmos na
base e dos niimeros naturais de 1 a 30.

Nos itens (b), (c), (d) e (e) a ideia € verificar que com uma aproximagao de trés casas
decimais, existe uma constante que relacionam os elementos das duas tabelas que possuem
mesmas localizagdes em suas respectivas tabelas, valor este denominado constante de mu-
danca de base (da base 10 para base e).

4.3 Atividade 3

Nessa atividade, inicialmente no item (a) temos uma tabela que contém dados de um
experimento. Nela, sdo exibidos alguns dados desse experimento, tais como os valores da
quantidade de massa da substancia, existente apds n anos, para n natural entre 0 e 30 anos.
Esse item se torna importante devido ao fato da necessidade do aluno se reiterar do problema.
A tabela da uma ideia de como esses valores crescem ou decrescem (nesse caso, decrescem).

O item (b) leva o aluno a perceber que com os valores da tabela podemos esbo¢ar um
gréafico e ter uma melhor visualiza¢do do problema. Além disso, podemos também verificar

se o gréafico pode representar uma funcao.
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Ja as resolucdes dos itens (c), (d), (e) e (f) devem levar o aluno a perceber que os
acréscimos relativos nao dependem de ¢ (tempo) e sim de 4.

No item (g), € destacada a caracteriza¢do da func¢do de tipo exponencial, muito im-
portante para detectarmos quais fendmenos podemos modelar usando essa fungdo. Uma
discussdo interessante sobre a caracterizacao da funcao de tipo exponencial é feita em [7].

No item (h) temos um fato que na literatura matematica é conhecido como meia vida.
A meia vida consiste no periodo necessario para que a massa de uma substancia se reduza a
sua metade. Ja no item (i) temos a generalizacdo do item (h).

Os itens (j) e (k) abordam fatos que sdo determinantes para a resolu¢do das equacdes
exponenciais, que €, o fato da fungdo exponencial M : R — R’ ser bijetora. Ser uma
correspondéncia biunivoca permite ndo sé garantir a existéncia da solu¢do, mas também a

unicidade dessa solucao.

4.4 Atividade 4

Na Atividade 4, é proposto um problema de juro composto, aparentemente ¢ um pro-
blema como quaisquer outros que aparecem nos livros didaticos. Esse problema se torna
interessante devido ao fato que inicialmente, no item (a), € solicitado que o aluno complete a
tabela 3.6. e em seguida, no item (b) e (c) sdo pedidos que o aluno responda qual o montante
apods t anos. A ideia aqui € levar o aluno a perceber que a fun¢do exponencial pode ser usada
para modelar o problema em questao.

O item (d) aborda um ponto importante, que torna essa atividade diferenciada daquelas
de mesma natureza que encontramos nos livros didaticos, o fato de existir um instante onde
o montante serd igual a aproximadamente o dobro do capital aplicado.

Os itens (e) e (f), sdo propostos para provocar o aluno para que este possa chegar a
uma generalizacdo da famosa regra dos 70, utilizadas em diversas agéncias bancdrias de

nosso pais.
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Capitulo 5
Consideracoes finais

O ensino de matematica estd passando por transformagdes, atividades contemplando
apenas a manipulacdo nao sdo mais adequadas para o modelo de ensino que se propde atual-
mente. A dindmica do mundo moderno exige de todos, conhecimento s6lido de matemaética
para que consigam tomar decisOes de forma inteligente.

Diante desse cenario, Professores buscam diariamente metodologias que possam levar
os alunos a compreender os conceitos matematicos, necessarios para uma formagao sélida e
efetiva.

Apds muitos anos lecionando, percebemos que o logaritmo sem ddvida, € um tema que
muitos docentes sentem dificuldades em ensinar no 1° ano do Ensino Médio. Os motivos sdo
vdrios, dentre eles estd o fato da maioria dos livros didaticos mais utilizados no nosso pais
ndo trazerem um material que contemplem o conceito, as propriedades e as aplicacdes.

Diante disso, procuramos elaborar uma sequéncia didética sobre a 6tica dos Parame-
tros Curriculares Nacionais (PCNSs) e da resolucdo de problemas, que possa ser aplicada por
docentes em turmas de 1° ano do Ensino Médio. Nessa elaboragdo, pensamos em ativida-
des que pudessem levar o aluno a compreender o conceito, as propriedades fundamentais e
algumas aplicagdes do logaritmo.

Essas atividades sao passiveis de ajustes que podem ser feitas pelos docentes de acordo
com as caracteristicas de cada turma. Esperamos que os professores que lecionarem no 1°
ano do Ensino Médio possam utilizar essa sequéncia de atividades em suas aulas, seguindo
as orientacdes estabelecidas no presente material de modo que possa tornar a aula de mate-
madtica um ambiente propicio para ocorrer uma aprendizagem significativa.

Por fim, esperamos que esse trabalho seja o comeco de um estudo que pode ser apro-
fundado por outros docentes que pretendem oferecer um ensino de qualidade, onde todos

possam compreender e desfrutar da beleza da matematica.
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Apéndice A
Demonstracao da regra dos 70

Essa demonstracdo pode ser encontrada em [5]. Para essa prova, usaremos a fungao

logaritmo natural de x, x > 0, que aqui denotamos por In(x), sendo In(x) o valor de r tal que
e =x.

Pode-se mostrar, basta consultar [8], que

y=In(x) <= x=¢".

Existe uma forma pratica para calcular o valor numérico do logaritmo de um nimeros
real x > 0, mesmo que aproximado. Para isso, basta usar a expressao a seguir que pode ser
encontrada em textos de cdlculo diferencial e integral:

() =xr— S 4T _E l<x<l
nix) =x 2 3 4 , para X .

Essa expressdo, conhecida como série de Taylor da fung@o In (1 4 x) permite obter uma
primeira aproximagdo de In (1 + x) por x para valores de x positivos e préximos de 0.
Um capital C, aplicado a taxa anual de i%, transforma-se, ap6s 1 ano, em

i i
C(l)_C+mC—C(1+m>.

Ap6s dois anos teremos

i i \?
C(2) = C() + 1551 =C (1 + —) .

De forma geral, apds t anos teremos

C(t):c<1+1—(’;())[.

Logo, o tempo d necessario para a duplicacdo do capital € obtido da equacdo:
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. d . d
l l
2=C(1+—) :ouseja,2=(1+— ) .
¢ C( 100) > OU SEJ, ( 100)

Logo,

In(2)
d=——"—.
In (1+ 155)

Usando a aproximacao mencionada para o cédlculo de In (1 + L) tem-se

100
i i
(14— )~
n(+100) 100’

e sendo In(2) ~ 0,70, podemos escrever

0,7 70
d: 7l' = —
m l

Na atividade proposta temos i = 5%. Entdo, para saber em quantos anos o capital ird
dobrar basta fazer 70/i = 70/5 ~ 14.
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