Universidade Federal de Campina Grande
Centro de Ciéncias e Tecnologia
Unidade Académica de Matematica e Estatistica

Area de Conhecimento: Andlise.

Analise da Lentidao da Divergéncia da Séerie Harmonica: Uma Contradicao a nossa Intuicao

CUNHA, Arthur Cavalcante; FERREIRA FILHO, Paulo Romero; MOTTA, Matheus Cunha; DE MORAIS FILHO, Daniel Cordeiro (Orientador)

Universidade Federal de Campina Grande
arthur@dme.ufcg.edu.br; paulo@dme.ufcg.edu.br; matheus@dme.ufcg.edu.br; daniel@dme.ufcg.edu.br.

INTRODUCAO

As séries, mesmo precisando de um entendimento mais formal, sdo usadas desde a
matematica grega até nossos dias. Expressar um numero ou uma funcdo como uma “soma
infinita” de termos € um objetivo bastante procurado em toda Matematica, que facilita os céalculos
e a analise dos dados.

Este trabalho desenvolvido por integrantes do Grupo PET-Matematica-UFCG, sob a tutoria
do Prof.Dr. Daniel Cordeiro de Morais Filho, tem como objetivo principal estudar a tao conhecida
série harmonica que, em geral, € o primeiro exemplo de uma série divergente apresentada aos
alunos quando fazem seus cursos de Calculo [5]. Um estudo mais aprofundado dessa série € feito

geralmente em um curso de Analise na Reta [4].

METODOLOGIA

O interesse no desenvolvimento desse trabalho, surgiu numa aula de Analise na reta
guando foi posto a questao da lentiddo da divergéncia da série harmonica. A pesquisa foi feita
com base em artigos do Prof. Geraldo Avila [1], [2], além disso, desenvolvemos aplicativos para
plotar os graficos e obter algumas reduzidas da série harmonica para grandes gquantidades de
termos. As caracteristicas observadas foram motivadas pelas seguintes questdes:

* De que forma o crescimento da serie harmonica ocorre?
 E muito lento? Muito rapido? E perceptivel em uma primeira analise?
« Quao rapidamente ou lentamente se da essa divergéncia?

* Qual é o valor dessa soma para 1.000 termos? Para 100.000 termos?

RESULTADOS E CONCLUSOES

Através de métodos elementares do Calculo Numeérico calculamos a sequéncia das
somas parciais da série harmoOnica, tirando dai, informacdes interessantes, muitas vezes
despercebidas por quem apenas considera a divergéncia da séria harmodnica, sem notar
realmente o que ocorre guando se analisa a sequéncia de sua soma parcial. Veremos que a

divergéncia da série harmoénica € muito lenta, mas, muito lenta mesmo!!! Veja:
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Na tabela abaixo, listamos alguns valores da sequéncia das reduzidas de 27010:1;, onde a terceira

coluna AS,, apresenta a diferenca entre duas linhas consecutivas da coluna anterior:

n S, AS,
107 16,6953112659
2107 17,3884584714 0,693147205
3-107 17,7939235879 0,405465116
4107 18,0816056645 0,287682077
5-107 18,304/7/492183 0,223143554
6-107 18,4870707768 0,182321558
7107 18,6412214578 0,154150681
8-107 18,7747528513 0,133531393
9-107 18,8925358876 0,117783036
108 18,9978964039 0,105360516

Na udltima linha consta que a diferenca entre S;,s € Sq.,0,7 € apenas 0,105360516
(aproximadamente 1 decimo), mesmo apds a soma de 107 (10 milhdes) de termos a partir de
59.107.

Note que para alcancar o valor 19, aproximadamente, é necessario adicionar 100 milhdes

de termos.

A DIVERGENCIA DA SERIE HARMONICA

Uma demonstracdo de que a serie harmonica € divergente
apareceu pela primeira vez, do ponto de vista historico,
relativamente tarde, e foi feita pelo Bispo Nicole Oresme (1320 -
1382) no século XIV [3]. A dificuldade esta no fato de que o
crescimento da série harmoOnica nao explicita naturalmente sua

divergéncia, pois, para termos muito grandes a soma tem

crescimento cada vez menor. Ver grafico.
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DEMONSTRACAO DA DIVERGENCIA DA SERIE HARMONICA

Reagrupando os termos da serie temos,

il—1+1+1+1+1+ —1+1+ 1+1 + 1+1+1+1 +
171_2345_234 5 6 7 8 '
n=

~ A , . 1
Note que cada expresséo entre parénteses & maior do que -. Por exemplo,

1+1>1+1_1 1+1+1+1>1+1+1+1_1
3 47 4 4 2’ 5 6 7 88 8 8 8 2
Entao,
il 1+1+1+ >1+1+1+1+
— — — coe — — —_— «ee == 00,
i 2 3 2 2 2
n=

Logo, a serie harmonica é divergente.
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