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Resumo

O presente artigo exibe duas caracterizagdes, uma da elipse e a ou-
tra do elipséide, ambas no contexto da geometria afim. Na primeira sido
utilizados métodos da geometria diferencial relativos ao conceito de re-
ferencial mével de E. Cartan para provar um resultado atribuido em [2]
3 J.Bertrand e que tem a mencionada caracterizagio como coroldrio. Na
segunda sio retomadas idéias originais de W.Blaschke [1] que utilizam
essencialmente conceitos elementares de geometria afim, evitando-se, ao
maximo, técnicas de geometria diferencial.

1 Introducao

Neste artigo apresentaremos dois resultados no contexto da geome-
tria afim: uma caracterizacio de elipses dentre as fronteiras de ovais e
uma caracterizagio de elipséides dentre as fronteiras de ovaldides.

Por ovaléide de um espago afirn entende-se um conjunto estritamente
convexo, limitado, de interior nfo vazio, tendo em cada ponto de sua
fronteira um Unico plano tangente. No caso bi-dimensional os ovaldides
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880 denominados ovais. Exemplos naturais de fronteiras de ovaléides sio
os elipsdides e de ovais, elipses.

No caso da caracterizagio de elipséides o primeiro autor elaborou
uma prova de um resultado (Teorema 2) devido & W.Blaschke ([1]).
No caso da elipse o segundo autor redigiu uma demonstracio de um
resultado (Teorema 1) atribuido & J.Bertrand (ver [2]) e que fornece
como coroldrio a caracterizagio procurada. Em ambos os casos as idéias
essenclais sdo as sugeridas em [1] e [2], respectivamente, cabendo aos
autores apenas colocar os argumentos em um contexto mais atual, o que
acarreta uma considerdvel simplificacio das demonstracdes.

Passemos agora & formulagiio dos dois resultados. Iniciemos pela
caracterizacio de elipses.

Teorema 1. Seja C uma curva plana, estritamente conveza, suficiente-
mente diferencidvel, tal que o conjunic dos pontos médios de cordas pa-
ralelas a uma tangente A esteja (numa vizinhanga do ponto de contato)
contido numa rete, gqualguer que seja A. FEntdo C estd contida numa
conica. Em particular, se C é compacta trata-se da elipse.

Passemos agora a descrever os conceitos necessirios para formular
a caracteriza¢do de elipséides. Para isso introduzimos, inicialmente, a
notagao U/ para denotar o interior de um dado ovaldide, e por F a
sua fronteira. O ovaldide é a unifo U U F desses dois conjuntos e sera
denotado por M. Sendo r uma reta qualquer do espaco, definiremos o
cilindro circunscrito & M na diregéo de r. Usaremos a notagio Cr(M)
para indicd-lo. Tomemos um plano « qualquer, desde que nio seja
paralelo & reta r. Projetando M sobre «, paralelamente 3 r, obtemos um
conjunto M’ estritamente convexo e limitado deste plano. O cilindro
circunscrito 4 M na diregéo de r, ¢, por definicfo, a unifo de todas as
retas paralelas a r e que encontram o plano & em um ponto da fronteira
do convexo M'. A intersecio de Cr(M)} com a fronteira F do ovaléide é
denominada a linha de penumbra de M na direcao de r. Podemos
agora enunciar a caracterizagio dada por Blaschke.

Teorema 2. Se M é um ovaldide tal que as linhas de penumbra sdo
todas planas (i.e. cada uma delas contida em um correspondente plano )
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entdo a fronteira F desse oveldide é um elipsdide.

Comentdrio intuitivo: Se imaginamos o corpo convexo M iluminado
por uma fonte de luz que emite raios paralelos entre si (i.e., suposta
infinitamente afastada), a regido de penumbra pode ser descrita como a
separacio entre a parte escura e a iluminada.

Observagdo: As reciprocas dos Teoremas 1 e 2 sio propriedades bem
conhecidas de geometria elementar, obtendo-se desta maneira as carac-
terizacoes da elipse e do elipsdide, objeto do presente artigo.

2 Prova do Teorema 1

Seguindo a linha de J.Favard (ver [2] pag. 379) consideremos a aco
do grupo afim unimodular sobre R%. Seus elementos sdo as aplicagdes
de R? em R?, g: (z,y) — (z',7') em que se tem

2 =azx+by+c
y = adr+by+d
com
a b

1= a ¥

O préximo lema € de prova imediata.

Lema 2.1. Se v e va sdo vetores do plano, denote-se por {v1,v2) a drea
orientada do paralelogramo construido com os dois velores, isto €,

a; by

(v1,v2) = 4 by

em que vy = {a1,a2) e vy = (b1,b2). Entdo

(g1, gev2) = (v1,02).

Seja. @ C R? um aberto, m : Q@ — R? a inclusio e (m,e1,e2) um
campo C* de referenciais unimodulares, isto é, tais que (e, e} = 1. If
(a:,b;) = e; temos bem definidas em € as aplicactes
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i (z,y} € Q— (a;,b;) € B2, i=1,2.

Por diferenciagfo exterior obtemos-

2
dm = wle; + wles = Zw“ei
=1

2
1 ; .
dej = wje +w32-eg = E w;-ez-, j=1,2
i=1

em que w' e wj- sao 1- formas diferenciais definidas em 2, 4,7 = 1,2.
Observa-se facilmente que (w',w?) é o referencial dual de (e1,e3) em
cada ponto de 2.

Comeo d(dm) = 0 e d(de;) = 0 obtém-se, respectivamente:

do' = wF Awf, i=1,2 (1)
k

dof =3 W Awf, i k=12 (2)
T
Além disso a condigio (e1,ez) = 1 implica em que se tenha
wl +w; =0. (3)

As equagdes (1), (2) e (3) denominam-se equacdes de estrutura
do grupo.

Seja z : I C R — £ C R? um mergulho local de uma curva plana
parametrizada num intervalo aberto I, suficientemente diferencidvel.

Denotemos ainda pelas mesmas letras os “pull-back” das 1-formas «*
e wj-, i,5 = 1,2, bem como das correspondentes equagdes de estrutura,
lembrando que os pull-back de 2-formas na reta sao nulos. Também,
por ser a dimensfo da reta igual a 1, as 1-formas w! e w? nio podem se
anular simultaneamente em um ponto ug € I. Reduzindo I, se necessério

for, poderemos supor que w! seja uma base de 1- formas em todo ponto
uwel
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Admitamos agora a seguinte hipdtese basica: a curva local z(I)} é
tangente ao campo vetorial e;. Com essa hipdtese, obtém-se que w? =0
e, conseqiientemente, teremos também dw” = 0 0 que ja era de se esperar.

Por outro lado, como w! é base tem-se que w? = bw!. Se supuzer-
mos & = 0, isto é w? = 0; concluimos ainda, das equagdes de estru-
tura, que dw} = 0 e portanto (localmente) w! = dip, com ¥ = ().
Como de; = wie; + wley = dipe; e se de; = (de},de?), conclue-se que
e} = clexp(¢) e e = c®exp(v) e finalmente que e; = exp()(ct,c?) e
a curva ¢ localmente uma reta, hipdtese que abandonamos. Numa se-
gunda possibilidade, admitamos, reduzindo I se necessario, que b# 0 e
reescalemos o referencial (e;, ez} de modo que se tenha b identicamente
1. Das equacgdes de estrutura
tem-se dw! = 0 e portanto segue que existe o tal que w! = do = wf #0

igual a 1, ou seja, que se tenha w% = W

em I. Uma tal fungio ¢ = o(u), que fica determinada a menos de
uma constante aditiva, chama-se arco afim. Como do = o'(u)du # 0,
a funcao ¢ pode ser tomada como uma nova parametrizacao e entio
podemos escrever sobre a curva:

a) dm = doe;.

Por outro lado w! = cw! e as equacdes de estrutura em I que sio:
1 q q
dw' = dw? = dw} = dw} = dw} = 0,

valem independentemente da escolha da funcio ¢. Escolhendo-se ¢ = 0
teremos w} = 0 que acarreta sobre a curva a relagio

b) d€1 = d062.

Finalmente se definirmos & = k(o) pela relagio w} = —k(o)w! teremos

sobre a curva
c) dey = —k(o)does.

A fungio k = k(o) chama-se curvatura afim da curva plana.
Resumindo, das relagfes a}, b) e ¢) seguem as chamadas equagdes
de Frenet da curva plana:

m'(o) = e;
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m' (o) = ey
m" (¢) = —k(o)e;.

Finalmente, toda curva plana de arco afim ¢ e curvatura afim k(o)
satisfaz as condigOes:

m" +Ek(cym' =0 e (m',m") =1
que implicam o seguinte resultado:

Para cada fungéo continua k = k(g) existe wma dnica curva plana
com arco afim o e curvatura afim k(o), curva essa determinada o menos
de uma tranformacdo do grupe afim unimodular.

As expressoes de do e k(o) em fungio da representagao paramétrica
z(u) da curva sio facilmente determindveis (ver [2] p. 382 férmulas (2.4)
e (2.5)).

Conicas
As cOnicas s@o obtidas se k = k(o) for constante. Neste caso tere-
mos: k=0 (pardbola), £ <0 (hipérbole}e k>0 (elipse).
Com efeito, no caso em que k = 0} teremos, por integragio da equagao
diferencial de terceira ordem m™ = 0:

m = (a/2)o% + bo +¢

com a, b, ¢ vetores fixos, {a,b) = 1. Trata-se de uma pardbola. O grupo
afim unimodular atua transitivamente sobre as parabolas de R? e uma
parabola dada é conservada pelo subgrupo que leva um referencial em
outro.

Se k& > 0 teremos por integragio:

m = acos(Vko) + bsen(Vko) + ¢, (a,B)VES = 1.

Trata-se da elipse admitindo os vetores a e b como semi-didmetros conju-
gados.

Se & < 0 obteremos, de modo andlogo:




CaracterizacBes da Elipse e do Elipsdide no Contexto da Geometria 27

m = aCh{vV—ka) + bSh(vV—ko) + ¢, (a,b)v/ k3 = 1.

Trata-se da hipérbole de semi-didmetros conjugados a e b.

Mostra-se também que uma conica dada é conservada pelo subgrupo
que leva um referencial em outro.

Passemos agora, efetivamente, & prova do Teorema 1.

Seja ¢ 0 arco afim para a curva C e A a tangente & C no ponto m(0).
Tem-se, nas vizinhancas de o = 0 que

m(o) =m0} + m/(0)o + (1/20)m" (0)o?
+ (1/3Dm" (0)o® + (1/4)m™ (0)o® + ...

Usando as equagoes de Frenet, obteremos (para e; e ez no ponto m(0)):

m(o) — m(0) = ey + ea(02/2!) + (—k(0)er)(0®/3!)
+ (=K' (0)er — k(0)e2)(c*/41) + ...

Se (x,y) sdo as coordenadas cartesianas do ponto m(cg) da curva, em
relagio ao sistema de coordenadas (m(0), e1, e2) teremos

(z,y) = (0 — k(0)(c®/31) — k' (0)(c* /4) + ..., (o?/21) —k(0)(c*/41) +...)
que fornece as expressoes:

z = o[l — k(0)(c?/3) — K'(0)(a®/4) + ...]

y=c?/2 — k(0)(c?/4) + ...

Da primeira equacao obtém-se

o = 3/[1 — K{0)(02/3]) — K (0)(c® /A1) + ..]

= [l + (k(0)(c?/3") + K (0)(c/4]) + ...) + (k(0)(c?/3))
+E(0) (o 4l +..)2 + .. ]

ou ainda
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o = z[t + k(0)(a?/3!) + &' (0) (o3 /4!) + ..].

Substituindo-se este tiltimo valor de ¢ na férmula que fornece a coorde-
nada y chega-se a uma equagfo reduzida para a curva C, a saber:

y = z°/2 + k(0)z*/8 + k'(0)2° /24 + .....

A partir desta iltima equagio reduzida procuraremos a equacio do
lugar geométrico dos pontos médios Z das cordas paralelas a tangente 3
C no ponto m(0). Sejam (z1,y) e (z2,y) as coordenadas dos pontos de
C que sdo extremos da corda de ordenada y, e (€,y) as coordenadas do
ponto médio Z dessa corda, isto é, £ = (21 +z2)/2. Usando-se a equagio
reduzida para r = x; e £ = 2 obteremos duas expressfes para y que
subtraidas e somadas membro a membro fornecem, respectivamente:

0= (z7 — 23)/2 + k(0) (2% — £3) /8 + E'(0) (28 — £5)/24 + ...

(x7 + z2) = 4y — k(0) (=] + z2) /4 + ...

Divide-se a primeira destas duas dltimas expressdes por (z] — 22}, intro-
duz-se a varidvel £ e utilizando-se também a segunda expressio, obtém-se
uma equagao reduzida para o lugar geométrico pretendido, ou seja:

£=KE(0)2/6 +...

Se £'(0) # 0 a curva que representa o lugar geométrico dos pontos médios
Z das cordas paralelas & tangente em m{0) nunca serd uma reta, contra a
hipétese do Teorema 1. Como o ponto m(0) foi tomado arbitrariamente
sobre C, conclue-se que a derivada da curvatura afim % ¢ identicamente
nula e, por conseguinte, a curva C é uma cénica. A compacidade implica
tratar-se de uma elipse, o0 que conclui a prova.

3 Prova do Teorema 2

Didmetros:
Chamaremos de didmetro de um dado ovalbide M, a todo segmento
fechado PQ), com P, na fronteira F de M, de tal modo que os dois
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planos tangentes TpF e TpF sejam paralelos. Para ovais temos um
conceito andlogo, considerando as retas tangentes.

Para ovaléides temos, imediatamente, que dado um plano qualquer,
existem exatamente dois pontos da fronteira de M de modo que, nestes,
os planos tangentes sejam paralelos ao plano dado. Portanto esse par de
pontos define um didmetro de M. Notemos ainda que esse didmetro fica
univocamente determinado pela condi¢do de que os planos tangentes sao
paralelos ao plano dado.

O corte de um ovaldide por um plano que contém um didmetro sers
dito uma se¢do diametral desse ovaldide. No caso de uma oval, se
uma reta contém um didmetro ela é denominada uma reta diametral
da oval.

Notemos que se o segmento PQ é um didmetro de uma oval cuja
fronteira é uma linha de penumbra plana de um ovaldide, entio esse
segmento também é didmetro do ovaldide. Observemos ainda que, tanto
para ovais como para ovalGides, ndo podemos afirmar que todos os
difmetros passam por um mesmo ponto. Pode-se dar exemplos de ovais
cujos didmetros tém todos o mesmo comprimento, e que, no entanto,
nao possuem centro. As fronteiras de tais ovais sdo conhecidas como
curvas de didmetro constante.

Suporemos dagqui por diante que as linhas de penumbra dos ovaléides
a serem considerados sejam todas planas e, inicialmente, mostraremos
que toda secdo diametral de um ovaléide é uma linha de pe-
numbra. De fato, seja AB um dado didmetro e 8 um plano contendo
esse segmento. Tomemos um ponto H interior ao segmento AB e seja
1y o plano paralelo & Ty F, contendo H. Denotemos por h a reta comum
aos planos ff e ng. Sejam: K um dos pontos onde £ encontra a fronteira
F do ovaldide M e ix a reta suporte da fronteira da oval 5z N M neste
ponto K. A linha de penumbra definida pelo cilindro circunscrito a M
na dire¢io de tx contém, evidentemente, os pontos 4, B e K. Como
essa linha de penumbra é plana (por hipdtese), segue que ela coincide
com a fronteira da seccdo de M pelo plano S.

Desses argumentos obtemos também que toda reta do plano ny que
passa pelo ponto H é uma reta diametral j4 que os pontos de encontro
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dessa reta com a fronteira da oval ngy N M sao extremidades de um
didmetro. Dito de outra maneira:

Sendo AB um didmetro do ovaldide e n um plano secante
do mesmo paralelo aos planos suporte em A (ou em B}, entdo
toda reta desse plano que passa pelo encontro H da reta AB
com 7 é uma reta diametral da oval n N M.

Notemos que o ponto H & interior a todos os didmetros.

Nosso préximo objetivo é mostrar que € o ponto médio das extre-
midades de todos esses didmetros.

Ovais com centro:

O centro de uma oval é umn ponto de seu interior tal que qualquer '

par de pontos de fronteira, distintos e alinhados com esse ponto, tem este
dltimo como ponto médio. Exprimiremos este conceito de uma maneira
mais conveniente para os nossos propositos.

Dado um ponto €' de um plano, denotamos por S¢ a transformagio
desse plano que a cada um de seus pontos X associa o ponto S¢(X) ,
definido pela propriedade de que os vetores CX e C'S¢(X) sdo opostos.
Essa transformacio é denominada simetria central e o ponto C' o seu
centro. Temos entdo que um ponto C é centro de uma oval E se, ¢
somente se, S¢(E) = E.

Com essa formulagio podemos mostrar imediatamente que uma oval
ndo pode ter mais de um centro (pode, eventualmente, ndo ter centro
algum). De fato, sejam C e D dois centros de uma mesma oval. Notando
que a transformacdo composta das simetrias de centros ' e I ¢ uma
translagdo ndo nula, teriamos que a oval dada seria invariante por uma
translagio. Isso nio é possivel j4 que a oval é um conjunto limitado.
Podemos também mostrar, sem dificuldade, que o centro é um ponto
interno de qualquer didmetro da oval. '

O resultado que daremos a seguir assegura a existéncia do centro

para certas ovais:

Se uma oval tem um ponto interno C tal que toda reta por
C é diametral, entdo C é o centro dessa oval.

A demonstracio envolve, em tiltima andlise, uma equacio diferencial
do plano.
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Definimos um campo de linhas em todo o plano, exceto no ponto C.
Para cada ponto X # C consideramos a reta por X paralela s tangentes
nos pontos onde a reta CX corta a fronteira da oval. Evidentemente
esse campo de linhas é invariante pela simetria S¢. Sendo a fronteira da
oval uma curva solugio desse campo de linhas, temos, pela mencionada
invaridncia, que a imagem dessa fronteira por essa simetria também é
uma solugio. Mas temos que a fronteira e a sua imagem pela simetria, ou
coincidem ou se cortam em dois pontos. No segundo case, tangentes nos
pontos de corte devem coincidir com as linhas de campo nesses pontos,
respectivamente. Agora, por unicidade de solugdo, vemos que temos
novamente uma coincidéncia. Fica assim demonstrado que C € o centro
da oval considerada. Aplicando esse resultado a ovaldides obtemos:

Se d é uma reta diametral de um dado ovaldide e £ é uma
oval obtida pelo corte do ovaléide por um plano paralelo a um
dos planos tangentes determinados por d, entao o ponto de
encontro da reta d com o plano da oval £ é um centro desta
ultima.

Ovais com simetria diametral:

Além da simetria central, podemos ter um outro tipo de simetria
de ovais conhecida como simetria axial, ou simetria diametral. Para
descrever e estudar essas simetrias de modo mais eficaz introduziremos
as reflextes em relagéo & retas.

Sendo r e s duas retas distintas e concorrentes defininde um plano
(r, 8); consideremos a aplicagio R s denominada reflexio em relagio ao
eixo 7, na direcdo de s, que a cada ponto X de (r,s) associa o ponto
R:+(X) do mesmo plano determinado pelas condiges:

a) se X estd em 7, entdo R, (X) = Xj

b) se X estd fora de 7, entdo a reta X R, s(X) é paralela & s e o ponto
médio de X e R, ;(X) estd em r.

Diremos que um didmetro AB de uma dada oval é um eixo de
simetria da mesma, se a reflexdo que tem a reta AB como eixo e cuja
diregiio é dada pela tangente em A (ou em B) deixa a oval invariante.
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A seguir demonstraremos ¢ seguinte resultado fundamental:

Se um didmetro AB é um eixo de simetria de uma oval,
e sendo P, () os dois pontos de fronteira cujas tangentes sdo
paralelas & reta AD, temos que a reta Q) é paralela as tangentes
em A e B.

A demonstragdo é muito simples. Supondo que a reta PQ nio scja
paralela 4 tangente em A, temos que a reta refletida P/Q’ é distinta de
P(Q. As tangentes em P’ e Q' sio no entanto, paralelas is tangentes em
P ¢ @ (por serem estas paralelas ao eixo de reflexdo). Por outro lado,
em uma oval nao podem existir trés pontos de fronteira com tangentes
paralelas entre si. Temos assim uma contradigio pela qual o resultado
fica estabelecido. O eixo PQ obtido a partir do eixo AB como foi feito
acima é denominado didmetro ortdgonal a AB. Mostraremos agora
que se tanto AB como PQ} sio eixos de simetria da oval, o ponto de
encontro das retas AB e P(Q é o seu centro. Para isso basta notar que
a composta das reflexdes definidas por esses dois didmetros é a simetria
cujo centro é o ponto comum s retas AB e P(Q).

Diremos que uma oval tem simetria diametral se todo didmetro
for eixo de simetria. Temos entéo que, nesse caso, a oval tem centro e
todos os didmetros contém esse ponto.

Uma consequéncia importante da hipdtese de simetria diametral é a
seguinte:

Seja dada uma oval com simetria diametral e centro C e
sejam A, B dois pontos distintos e arbitrdrios da fronteira dessa
oval, com retas tangentes t4 e tp respectivamente, e seja P o
ponto comum a essas duas retas. Nessas condicbes temos:

a) o ponto comum as retas CP e AB é o ponto médio de 4 e
B;

b) a reta tangente em F (ponto comum & CP e i fronteira
da oval) é paralela a reta AB.

Para demonstrar, lembremos que a reta PC é eixo de uma reflexdo
que mantém a oval invariante. Como uma reflexdo desse tipo preserva
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a tangéncia, temos que a imagem de t4 deve ser uma tangente & oval,
passando por P. Portanto a imagem de A somente pode ser o ponto
B. Dai vemos que a reta PC passa pelo ponto médio de A e B. Temos
também que a reta tangente em F é a dire¢io dessa reflexdo, sendo,
portanto, paralela 4 reta AB.

Chegamos agora ao resultado que é o objetivo principal desta se¢do:

Uma oval com simetria diametral tem como fronteira uma
elipse.

O plano da demonstracgio é, por alto, o seguinte. Determinamos
inicialmente uma elipse que encontra a oval em 4 pontos. Para esse fim
utilizamos o fato de a oval ter centro. A seguir utilizamos a simetria
diametral {tanto da elipse como da oval) para produzir, a partir destes 4
pontos comuns, um conjunto denso de pontos comuns. Af, por passagem
ao limite, concluimos pela igualdade das fronteiras da oval e da elipse.

A essa altura introduziremos mais alguns conceitos auxiliares, vi-
sando, como sempre, tornar a exposi¢io mais transparente. Conside-
remos duas ovais com simetria diametral ¢ com mesmo centro C. Um
ponto comum as fronteiras dessas duas ovais é dito ser um ponto de
contato se as tangentes nesse ponto também coincidirem. Temos agora
o seguinte resultado:

Se A e B sao dois pontos de contato distintos e sendo P
o ponto de encontro das respectivas tangentes em A e B, a
reta PC encontra as duas fronteiras em um mesmo ponto e
este é um ponto de contato, ou seja, as tangentes nesse ponto
coincidem.

Para demonstrar, sejam F, F' os pontos de cada uma das fronteiras,
pertencentes 4 reta PC. Pelo resultado anterior temos que as tangentes
tr et (em F e F') sio paralelas a reta AB. Denotemos por K e K,
respectivamente, os pontos onde essas tangentes encontram a reta AP,
Ainda pelo resultado anterior, as retas CK e CK’ devem cortar as retas
FA e F'A nos pontos médios de F'A e de F'A, respectivamente. Um
argumento geométrico simples nos mostra que isso somente ¢ possivel se
os pontos F e F' coincidirem. Reiterando essa construgéo, obtemos uma
seqiiéncia de pontos F,, comuns as duas fronteiras e tendo como limite
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o ponto A. Devemos notar que cada reflexdo de eixo C'F, e direcio tp,
deixa ambas as ovais invariantes. Vamos definir agora, por recorréncia,
uma seqiiéncia duplamente indexada I%, ,,, através das relagdes:

Fo1=Fy, Fpo=Fh1, Fumie 6 orefletido de Fy, 1 pela reflexdo de
eixo C'F,.

Vemos sem maior dificuldade que os pontos da seqiiéncia assim cons-
truida sdo densos em ambas as fronteiras. Como as {ronteiras sio conjun-
tos fechados, vemos que as duas ovais coincidem.

Mostraremos a seguir que, dada uma oval com simetria diametral
e com centro €, podemos adaptar a esta uma elipse (que é fronteira
de uma oval com simetria diametral) de centro C, ¢ tendo ambas dois
elementos de contato distintos. Ou seja, essas duas ovais tém centro
comum e pelo menos dois pontos A ¢ B comuns, com mesma, tangente.
Cuidaremos ainda que A e B nfo sejam colineares com C. Para esse
fim escolhemos os pontos A e B na fronteira da oval dada de modo
que a reta AB seja paralela & tangente tp. Sabemos, nesse caso, que
existe uma elipse de centro C passando por A e por B, com tangentes
coincidindo em cada um desses pontos, com as tangentes & oval. Vemos
assim que a fronteira da oval e a elipse devem coincidir. Com isso ficou
demonstrado que a fronteira de toda oval com simetria diametral
é uma elipse,

Epilogo:

Recorrendo aos argumentos apresentados, mostraremos, finalmente,
a parte principal da caracterizaco de elipsdides de Blaschke:

A fronteira de um ovaléide cujas linhas de penumbra siao
planas é um elipsdide.

Como fizemos anteriormente, denotemos por M um tal ovaléide de
fronteira F. A seguir tomemos dois pontos A, B, extremidades de um
didmetro de M e seja d a reta que contém esses pontos. Segue dai que
os planos tangentes T4F e TpF sao paralelos. Tomemos agora uma
reta varidvel ¢ contendo A e contida em T4 F. Seja D um ponto varidvel
situado na reta d e estando entre 4 ¢ B. Denotamos por np o plano
por D, paralelo ao planc TyqF. E claro que esse plano contém a reta
Cjue passa por D e é paralela 4 ¢. Foi visto que D é o centro da oval
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M Np. Dai vem que a secio do ovaldide pelo plano que passa por ¢ e
d & uma oval que tem simetria diametral relativamente ao seu diametro
d. Seja agora h um outro didmetro dessa ultima oval. Vimos que, no
caso das linhas de penumbra serem planas, todo difmetro dessa oval
¢ também didmetro do ovaldide. Portanto h é didmetro do ovaldide.
Pelo mesmo argumento usado para mostrar que a oval possui simetria
diametral em d, mostramos que esta possui simetria diametral em h.
Conseqilentemente a fronteira da oval é uma elipse, sendo seu centro o
ponto médio de A e B. Usando esses argumentos para a reta variavel £,
mostramos que toda segio do ovaléide por plano contendo a reta AB tem
como fronteira uma elipse. Também vemos de imediato que o ovaléide
tem centro em C.

Consideremos agora o plano w passando por C' e sendo paralelo a
T4 F. Aqui temos novamente que a fronteira de wN M € uma elipse. Da
teoria das quédricas sabemos que existe um tnico elipsoide de centro C,
contendo essa elipse, além dos pontos A, B e tendo nesses pontos planos
tangentes T4y F e TpF respectivamente. Considerando se¢es do ovaléide
por planos que contém a reta AB e lembrando que as fronteiras dessas
secdes sio elipses cujas tangentes em A e em B estdo, respectivamente
em TyF e TpF, segue de um argumento de unicidade que a fronteira
do ovaléide e o elipséide coincidem ao longo de cada uma destas elipses.
Conseqilentemente os dois conjuntos convexos coincidem.
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