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Ordem no caos de Devaney
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1 Introducao

Sistemas cadticos t8m sido objeto de estudo intensivo nas ltimas déca-
das, por grande nimero de pesquisadores em todo o mundo, em virios
ramos das Ciéncias Exatas, mesmo sem ter um consenso do significado
preciso. De fato, muitos problemas da Fisica, Engenharia, Economia,
entre outras, tém sido referenciados como de comportamento cadtico,
muitas vezes de uma maneira informal, baseado em alguma propriedade
manifestada pelo sistema.

A definicio de aplicagdo cadtica dada por Devaney [3] em 1989 tem
recebido muita atengdo dos interessados no assunto, j4 que parece captar
propriedades bdsicas daquilo que muitos consideram caético. Em sua
definigio, Devaney chama de cadtica uma aplicacio quando ela satis-
faz trés propriedades bdsicas, chamadas brevemente de (1) sensibilida-
de, (2) transitividade, e (3} densidade dos pontos periédicos. Nos anos
que seguiram 3 definicdo, a independéncia dessas condi¢des foi alvo de
dedicada atengfio e algumas implicagdes entre elas foram descobertas.
Verificou-se, por exemplo, que no caso unidimensional, a transitividade
sozinha é equivalente 3s outras duas, sendo portanto suficiente para
definir caoticidade nesse caso.

O objetivo deste trabalho é apresentar, de uma maneira tao didética
quanto possivel, a partir da defini¢io dada por Devaney, resultados en-
volvendo implicages entre as trés condigdes, exibindo exemplos para
aquelas que ndo se verificam. No final, a partir dos resultados apresen-
tados, exibiremos uma forma alternativa da definigio, aparentemente de
formulacio mais simples.
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2 O caos de Devaney

Sejam X um espago métrico e N = {0,1,2,...}. Vamos admitir em
todo o trabalho que X ndo é um conjunto finito. Dada uma aplicacdo
continua f : X — X, consideremos a equagao discreta

z(n + 1) = f(z(n)), n € N. (1)

Dado z(0) = zy € X, a solugdo do problema (1) com condi¢do inicial zg
é a seqiiéncia (f™(zg)) onde f* é a n-ésima iterada de f. Essa seqiéncia
é chamada drbita de zq pela f. Um ponto fizo de f é um ponto zg € X
tal que f(zg) = z¢. Se existe n > 1 tal que zp ¢ um ponto fixo da
iterada f*, dizemos que zg é um ponto periddico de f. O menor n
nessas condigtes é chamado perfodo da drbita.

Para uma f nas condigdes acima, diremos que f é transitiva se dados
arbitrariamente dois subconjuntos abertos U e V de X, existe k € N
tal que f5(U) NV # 0. Por exemplo, se X ndo tem pontos isolados
¢ se f possui uma érbita densa em X, entdo f é transitiva. No caso
em que X é compacto sem pontos isolados, a existéncia de uma orbita
densa é na verdade equivalente & transitividade. Diremos ainda que
f tem sensibilidade em relagdo ds condi¢des iniciois se existe § > 0
tal que, para qualquer z € X e qualquer vizinhanca W de z, existem
y € W ek € N tais que d(f*(z), f¥(y)) > 4, onde d ¢ a disténcia em
X. Ou seja, perturbagdes arbitrariamente pequenas podem resultar em
erros grandes depois de algumas iteragdes. Temos condigdes agora de
apresentar a defini¢do de aplicagéo cadtica dada por Devaney.

Definicdo 2.1: Uma aplicagdo continua f : X — X ¢ dita cadtica
se

1. f tem sensibilidade em relagdo as condigdes iniciais.

2. f é transitiva.

3. Os pontos periédicos de f séo densos em X.

Uma questdo basica que se coloca é se a caoticidade é uma pro-
priedade topoldgica, isto ¢, se f : X — X é uma aplicagéo cadtica,
se h : X = Y é um homeomorfismo e se g : ¥ — Y é tal que
hlog = foh™l, entlo g é cadtica? Vejamos que as propriedades
(2) e (3) sdo topolégicas, mas a (1) nem sempre. De fato, se D é o
conjunto dos pontos periddicos de f denso em X, como h é continua
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e sobrejetiva, é facil ver que h{D) é denso em Y e é o conjunto dos
pontos periédicos de g, e assim (3) é uma propriedade topolégica. Se-
jam agora U e V abertos nio vazios de Y. Entfio k=1 (U) e R~1(V) sdo
abertos nio vazios de X. Pela transitividade de f, existe k£ ¢ N tal que
FERH I NAY V) # §. Desde que h~L o g¥F = f¥ o h™! para todo
k, segue que AL (g®(U)) NA~Y (V) = K (g*(U) N V) # 0, ou seja, g é
transitiva.

No entanto, a sensibilidade em relagdo 4s condig¢des iniciais nfo &
propriedade topoldgica. Tomemos X = {1,00) com a métrica usual da
retae f : X = X, f(z) = 2z. Temos que f satisfaz a condicio (1)
da defini¢iio anterior, pois |f*(z) — f*(y)| = 2*|z — y|, para quaisquer
z,y € X e k € N. Consideremos agora ¥ = (0,00) e A{z) = logz.
Temos que A é um homeomorfismo e a fungio g : ¥ — Y correspondente
serd g(z) = 7 + ¢ onde ¢ = log2. Tal funcio é continua e nao tem a
sensibilidade em relacio As condigdes iniciais, pois |g*(z) — g"(¥)| =
|z — y| para quaisquer 3,y € Y e k € N. Pode-se mostrar (veja [2]) que
no caso em que X é compacto, a propriedade (1) da definicdo ¢ uma
propriedade topolégica.

3 Primeira simplificacao

O resultado seguinte apresentado em [2] garante que a caoticidade € uma
propriedade topolégica.

Teorema 3.1 Se uma aplicacio continue f : X — X ¢ transitiva e o0s
pontos periddicos de f sio densos em X, entdo f tem sensibilidade em
relacdo ds condicdes iniciais.

Prova: Vamos mostrar inicialmente o seguinte fato: existe § > 0 tal
que, para todo z € X, existe um ponto periédico ¢ € X cuja drbita estd
a uma distancia de z maior ou igual a /2. Com efeito, consideremos
dois pontos periédicos ¢; e gz de f com 6rbitas disjuntas. Seja 6 > 0 a
distancia entre essas duas érbitas. Se existisse z € X tal que a distancia
de 7 a qualquer érbita periédica de f fosse menor que &p/2, em particular
isso aconteceria com as érbitas de q; e g2. Se as distdncias de = a essas
duas érbitas sio obtidas respectivamente nos pontos f™(q1) e f™(g2),
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entao terfamos

do < d(f™(q), f™(@2)) < d(f*{(@), z) + dlz, [T (g2)) <

uma contradicdo, ficando desta forma provado o fato acima.

Vamos mostrar agora que f tem sensibilidade em relagdo as condiges
iniciais, com constante § := &/8. Seja v € X arbitrdrio e seja W
uma vizinhanca qualquer de z. Se U = W N B(z; §) onde B{z;d) é a
bola aberta de centro z e raio §, segue que existe um ponto periédico
p € U, digamos de periodo n. Pelo fato provado acima, para esse ponto
z tomado, existe um ponto periddico ¢ € X cuja orbita estd a uma
distancia de z maior ou igual a 44. Seja

T

V=) (B (a), ).

=0

Temos que V é aberto e contém g. Pela transitividade de f, existem
yeUekeN tal que f¥(y) € V. Seja j a parte inteira de k/n + 1, isto
é % +1=4+¢ comc € [0,1). Entdo, k +n = nj + nc, que implica
0 < nj — k < n, e portanto 1 € nj — k < n. Disso concluimos que
Frilg) = frR(PRy)) € FrIR(YV), pois F4(y) € V. Agora,

FIRVY C (Y PR B (@),0) =
i=0

R S e WA T CA o)
t#zn:.wo—k

e esta tiltima expressio est4 obviamente contida em B(f™~*(q), 6). Por-
tanto f(y) € B(f"*(q),5). Como p tem periodo n, temos que
f™(p) = p. Usando a desigualdade triangular,

diz, F975(g)) < d(=,p) + dlp, f¥ (v)) + d(F W), 7)),

de onde tiramos

d(f™ (), £ (p)) = d(F™ (v),p) > d(z, f7*(q)) — d{z,p)—
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—d(f™ (y), f*(q)) > 46 — 6 — 6 = 25.

Assim,

26 < d(f™ (p), /™ (y)) < A(f™ (), £ (@) + AT (), F™ ().

Temos portanto que d(f™(p), f™(z)) > & ou d(f™(z), () > 6§,
isso mostra a sensibilidade em relagio as condicdes iniciais.

Vemos em [1] que o resultado anterior é a 1inica situagao possivel, isto
¢, quaisquer outras duas condigdes nao implicam a terceira, de acordo
com os exemplos seguintes.

Exemplo 3.1: Em St = {e? : 0 € 0 < 27} com a métrica
d(ezﬂj ew) = min{lg - ¢ - 27T|., IB - ¢|: |9 - ¢ + 27T|}= Seja‘

X =8'—{e?/1:p g€ L,q+0}

com a métrica induzida. Vemos que as rafzes n-ésimas da unidade nao
estio em X, para qualquer n > 1. Seja f : X — X dada por f(e) =
¢??. Nio é dificil ver que f & transitiva. De fato, cada iterada de
f consiste em duplicar o argumento da iterada anterior. Portanto, se
U e V sio abertos em X, existe um inteiro k tal que f5(U) NV #
. Agora, observemos que se £ = e € X e se W é uma vizinhanca
de z, podemos tomar y = ¢* € W com # # ¢ de modo que, para
todo n, d(f*(z), f*{y)) = 2"|6 — ¢|. Se = e y sio tomados de forma
que 0 < |0 — ¢| < 7 e n de forma que 276 — ¢| < 7 < 2"FL|9 — ¢
entdo d(f™(z), f"(y)) > 7/2, e assim f tem sensibilidade em relagio as
condicbes iniciais. No entanto, f ndo possui pontos periddicos em X.
De fato, se e'? fosse um ponto de periodo n para f, teriamos e = "¢,
que implicaria,

cos § = cos(2"), senf = sen(2"8).

A tinica solugao das equagdes acima é 2" = 8 + 2k, onde k é um
inteiro, 0 < k < 2™ — 1. Daf teriamos que os pontos periédicos de f
seriam raizes (2 — 1)-ésimas da unidade, mas estas néo pertencem a X,
como jé observamos.

O mesmo fendmeno pode ocorrer com X compacto: seja X o con-
junto dos ndmeros em [0,1) que tém na expansdo decimal apenas os
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digitos 0 e 1, isto é, z = 0, s15253... onde s; € {0,1}, para todo inteiro
4 > 1. X é homeomorfo ao conjunto de Cantor usual, portanto com-
pacto. Consideremos f : X — X definida assim: se z = 0,111... = 1/9,
f(x) = 0. Se x =0,513283... # 1/9, tomamos k£ > 1 o maior inteiro tal
que s; = 1 para todo j < k e definimos f(z) = ;";1 % onde ¢; = 0
para j < k, ty =1 e t; = s; para j > k. O leitor deve se convencer que
f nfio tem pontos periédicos, é transitiva (todas as 6rbitas sdo densas)
e apresenta sensibilidade em relagio as condigdes iniciais.

Exemplo 3.2: Veremos neste exemplo uma fungdo continua cujos
pontos periédicos sdo densos, com sensibilidade em relagio 4s condigdes
iniciais, mas que ndo é transitiva. Seja X = §! x {0,1] com a métrica
d((eigl ) t]_), (8592, 'l';g)) = |t1—t2|+min{|91—92—27r|, |91—92|, |91"92+2ﬂ'|}.
Seja f : X — X dada por f(e?,t) = (¢?’,t). Temos que f nio é
transitiva. De fato, sejam U = S x [0,3) e V = St x (,1]. Ue
V s3o abertos (em X), UNV =0, e f*(U) = U para todo n € N.
Portanto, para todo n, f*(U)NV =@ e f nio é transitiva. Por outro
lado, pela analogia ao exemplo anterior, um ponto (e, t) serd um ponto
periédico de f de perfodo n se e® for uma raiz (2" —1)-ésima da unidade,
e o conjunto de todas as raizes n-ésimas da unidade, para n > 1, é
denso em S, de onde se conclui que os pontos periddicos de f sdo
densos em X. Finalmente, para mostrar a sensibilidade, se x = (ew 1) €
X, tomemos y = (¢*,s) € W, W uma vizinhan¢a de z de modo que
d(f*(z), f*(y)) = 2"|0 — ¢| + |t — s|. Tomando § = 7/2, segue que existe
n € N tal que essa distincia fica maior que 4.

4 Aplicagoes cadticas na reta

No importante caso em que X é um intervalo J C R, temos mais uma
simplificagdio apresentada em [5], segundo a qual a transitividade € sufi-
ciente para que f seja cadtica.

Teorema 4.1 Se uma aplica¢do continua f: JJ — J ¢ transilivae entdo
o0s pontos periédicos de f sdo densos em J.

Para apresentar uma, prova desse resultado vamos necessitar do se-
guinte




37

Lema 4.2 Sejo f : J = J continua. Se I C J € um intervalo que ndo
contém ponto periddico de f e se z, f™(z) e f*(z) estao em I onde
0 <m <n, entdo z < f™(2) < f*"(z) ou z > f™(z) > f™(2).

Prova: Vamos supor que exista z € I com z < f™(z) e f™(z) >
f*(z). Seja g : J — J dada por g(z) = f™(z). Como z < g(z) temos
que

1< g(z) < (), VR L 2)

De fato, se existisse um inteiro positivo r tal que z < ¢"(z) e g{z) >

g"t1(2), considerando a funcio h(z) = ¢’ (z) — z terfamos h(z) > 0

e h(g(2)) < 0. Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existiria c¢-.€

(z,9(2)) C I tal que h{c) = 0, ou seja, ¢ seria um ponto periddico

para f em I, uma contradi¢io. Assim, a expressdo (2) é verdadeira.
Tomando k =n —m — 1 em (2), temos

z < fOTTIm (). (3)
Como estamos supondo f™(z) > f™(2), temos

I™(2) > fOT () = ().

Afirmamos que
FETI () < fR). (4)

Para mostrar isso, seja @(z) = f®™ ™) (z). De modo andlogo 3 prova da
desigualdade (2) acima, mostra-se que

™2) > G(f™(2)) > GF(™(z)),  VEz L

Tomando k + 1 = m obtém-se entao f7(z) > G™(f™(2)), ou seja, (4) é
verdadeira. Finalmente, considerando a funcio H(z) = f(*~™m(z) —z,
das desigualdades (3) e (4) e o Teorema do Valor Intermedidrio, existe
C € (z, f™(2)) C I tal que H(C) = f("~™m(C) =0, e C é um ponto
periddico de f em I, uma contradi¢éo.

A anilise do caso z > f™(z) e f™(2) < f"(#) é andloga, com adap-
tacSes naturais. O lema fica assim demonstrado.

Prova do Teorema 4.1: Vamos supor que o conjunto dos pontos
peri6dicos de f ndo seja denso em J. Entao existe um intervalo I, I C J,
tal que I n3o contém ponto periddico de f. Tomemos z no interior de I,




38

uma vizinhanga U de z com U C I, U # I e V um intervalo aberto com
V c I —U. Como f é transitiva, existe m € N tal que f™(U) NV #
0. Dai, existe y € U tal que f™(y) € V, ou seja y # f™(y). Da
continuidade de f™, existe um intervalo aberto W contendo y, W C U
tal que fM(W)NW = 0. Como o intervalo f™(W) NV é nlo vazlo,
tomemos vm aberto ndo vazio A C f™(W) N V. Aplicando agora a
transitividade de [ usando os abertos W e A, temos que existem &k > 0
eu € A tais que f¥(u) € W. Como u € A, tem-se v = f™(z) para
algum z € W C I. Assim, f¥(u) = f5(f™(z)) = f*™(z) € W. Ponto
n=k+m >m,temos 0 < m < n, com 2, f*(z) € We f™(z) ¢ W,
contrariando o Lema 4.2. Assim, o teorema fica demonstrado.

O exemplo seguinte mostra que nenhuma outra das condigdes sozinha
implica em caoticidade em um intervalo.

Exemplo 4.1: A sensibilidade em relagio as condigdes iniciais {ou
a densidade dos pontos periédicos) nio implica em transitividade. Seja
f definida em [0, c0) por

3z, 0<z<1/3;
) =3z 42, 1/3lex < 2/3;
f@) =93 559 2/3 <z <1

fle—-1)+1, z>1

Pode-se ver sem grande dificuldade que f satisfaz as seguintes propri-
edades: (i) |f/(z)| = 3 para todo z € [0, c0), exceto nos pontos da forma
m = 1/3 com m € N, onde as derivadas laterais tem essa propriedade;
(ii) Todo inteiro nao negativo é ponto fixo de f* e f* tem 3" — 2 pon-
tos fixos entre dois inteiros consecutivos quaisquer, com distincias entre
esses pontos fixos menores que (1/3)"~1; (iii) Para quaisquer k,n € N,
f¥(fn,n + 1)) = [n,n + 1]. Dessas propriedades tiramos respectivamente
as seguintes conclusdes: (i') f tem sensibilidade em relagéo as condigdes
iniciais, j4 que qualquer pequeno intervalo se expandird pelas iteractes;
(ii’) os pontos periédicos de f sio densos em [0, co); (iii") f nao ¢é tran-
sitiva, pois se tomarmos um aberto U C [n,n+ 1] eV Cln+1,n+2],
nao existe k € N tal que f5(U)NV # 0.
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5 O caos de Devaney em ordem

Baseado nos resultados anteriores, consideramos a seguinte condigio so-
bre uma aplicagdo f : X — X continua num espago métrico X, que
vamos chamar provisoriamente de condi¢do (C), apresentada em [4]:

Condigdo (C): Dados abertos ndo vazios U e V de X, existe um
ponto periddico p € U de f e existe um inteiro nio negativo k tal que

@) eV.

Em outras palavras, se f satisfaz a condigao (C), qualquer par de
subconjuntos abertos nio vazios de X compartilha uma érbita periédica.
O objetivo desta segiio é mostrar que f : X — X é cadtica se e somen-
te se f satisfaz a condi¢io (C), e desta forma temos uma formulagio
equivalente & dada na Defini¢do 2.1, porém mais simples. Em [4] pode-
se ver também que, na verdade, f é cadtica se e somente se qualquer
colecdo finita de abertos nio vazios de X compartilha infinitas érbitas
periddicas.

Supondo inicialmente que f satisfaz a condigio (C), segue imedi-
atamente que os pontos periddicos de f sdo densos em X, e que f é
transitiva. Quanto & reciproca, vamos supor que f seja caética em X.
Dados abertos nao vazios U ¢ V em X, segue da transitividade que exis-
temu € U ek € N tal que f5(u) € V. Seja W = f~%(V)NU. Temos
que W é aberto e nio vazio pois u € W. Além disso,

FEOWY = FRFF V)N c VN R ¢ Vs

Da densidade dos pontos periédicos, segue que existe um ponto periddico
p € W. Logo p € Ue f¥p) € f*(W) C V, provando a condigio (C).
Temos assim a seguinte

Definiggo 5.1: Se X € um espago métricoe f : X — X é uma
aplicacdo continua, dizemos que f é cadiica se dados abertos nio vazios
U eV de X, existe um ponto periédico p € U de f e existe um inteiro
nio negativo k tal que f5{p) € V.
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