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Aproximando solucoes de A X =b
com o MATLAB

Hamilton F. Leckar e Rubens Sampaio

Resumo

Dado wm sistema linear geral, expresso na forma matricial AX = b, uma
das trés possibilidades pode ocorrer: o sistema tem wme Unica solugdo, fem
uma infinidade de solucdes ou ndo tem solu¢éo. Por outro lado, ao se procu-
rar resolver um sistema lincar usando a fungdo interna "inversdo & esquerda”
do pacote de computagio cientifica MATLAB, obtemos uma resposta, mes-
mo no caso em que ¢ sistema nfo tem solugdio. Para entender a resposta
dada pelo MATLAB, usamos um programa que chamaremos de solsis, feito
no MATLAB, que simula uma possivel resclugio & méo, baseado na decom-
posicho de uma matriz em seus velores singulares. Para explicar a respos-
ta dada pelo MATLAB, somos levados a considerar win novo problema, na
verdade, uma extensido nao linear, que tem uma tnica solugio. Trata-se do
seguinte problema de otimizaggo: “ Achar o vetor coluna X, de coordenadas
T1,...,%n, mais préximo da origem, tal que os ndmeros b3,..., 0}, dados por
B} =an @1 + ... + Gn%a,. .., Uy = @m1 T1 + ... + Gmn Tn S€JaM a5 COMPO-
nentes do vetor coluna mais préximo de §”’. Em seguida, usando o MATLAB,
aproximamos a solugio desse novo problema, a partir da peude-inversa da ma-
triz do sistema correspondente.

1 Sistemas Lineares

Iniciaremos com um sistema linear geral

a1 + ..+ oz, = b
a1 + ... + GuaTn = b

Om1%l + - F G Ta = b
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de m equacdes nas n incdgnites z1,..., %, . )
Classicamente o problema importante que se coloca para esse sistema é o
seguinte:
"PDad tante i v b b
adas as constantes reais air,...,%in, 821,820, - -, @mn} 01y« bm,
achar ndmeros reals z1,...,%, para os quais todas as equagdes em (1) sao
simultaneamente verdadeiras.”

Um tal conjunto xy,..., o, satisfazendo (1) é chamado solugédo.

Um sistema linear em geral pode ser possivel ou consistente ou pode ser
impossivel o inconsistente.

Definigao 1.1 Sistema possivel € aguele gue tem ao menos uma solugdo.

Além disso, um sistema €

o possivel determinado, se tem uma tnica solugédo.
e possivel indeterminado, se tem mais de uma solugdo.

Sistema impossivel € aguele que ndo tem solugdo.

O MATLAB opera essencialmente com matrizes. Dai, o primeiro passo é
transformar nosso sistema linear de m. equagdes e n incdgnitas numa equagio
matricial equivalente. O sistema é cscrite como uma dnica equagdo, onde as
operagdes de adigio e multiplicacgo em cada equagio do sistema € traduzida
como operagdes correspondentes com matrizes,

Deste modo, o sistema (1) se escreve na forma matricial como

AX =0
onde
a1l ‘e 1n T b]_
a1 ... G2n T2 ba
A= , X = e b=
ml --- COmn Tn b

A é a matriz do sistema, podendo ser quadrada ou retangular; b é o termo
independente do sistema, tem o mesmo nimero de linhas que A; X, a matriz
incégnita do sistema, tem tantas linhas quantas s8o as colunas de A.

Diversos sdo os métodos que podemos empregar para estudar um sistema
linear dado. Dentre eles, existe um teorema cldssico de Rouché-Capelli, que
nos permite decidir quando um dado sistema linear é possivel ou impossivel e,
se possivel, saber se é determinado ou nfo. Ainda mais, no caso de um sistema
" quadrado” (quando o nimero de equagdes é jgual ac ndmero de incdgnitas)
posstvel determinado, hd a bem conhecida regra de Cromer para calcular ex-
plicitamente sua tnica solugao.

Hoje em dia, por questOes praticas, é preciso resolver sistemas lineares com
um grande ndmero de equagdes e incdgnitas. Neste caso, resolugio analitica
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é uma tarefa, no minimo, desanimadora. Por isso, precisamos escother um
método adequado e usar o computador. Veja mais detalkes ein [11, segio 3.2.1]
ou [7].

1.1 Aproximacgao da solugado com o MATLAB

Quando a matriz A do sistema é quadrada e inversivel, a solu¢do € dada formal-
mente por X = A~1b. No entanto, inverter a matriz A usando, por exemplo, a
regra de Cramer, além do ndmero de operagdes tornar-se computacionalmente
impraticdvel em funcfo do tamanho da matriz, ndo € uma tarefa computa-
cionalmente muito estdvel.

Achar X = A7'b com o MATLAB corresponde & operagio X = A\b
a qual usa eliminagio Gaussiana ¢ ndo calcula a matriz A=! diretamente.
Quando a matriz A ndo é quadrada, a operagio A\b varia de acordo com
as propriedades da matriz A. Por exemplo, se as colunas de A sao linearmente
indcpendentes, A\ b usa a decomposicio QR de A. Ve]a, o comentério B.1 no
final do apéndice B.

Podemos observar que a resposia obtida para um dado sistema AX = b
usando a fungdo A\ b depende do tipo da matriz A:

e A quadrada inversivel: A\ b é uma aproximacio da solugdo.
o A quadrada nfo inversivel: A\ b é uma aproximacio da solugio ou nio.

e A nio quadrada com mais linhas do que colunas e o sistema possivel
determinado: A\ b ¢ uma aproximacio da solugéo.

Na tabela 1, a resposta dada pela fungio A\ b a alguns exemplos podem ser
comparadas com as respostas dada pelo programa solsis, descrito no apéndice
B.

2 Extensao e solucao no sentido de minimos
quadrados

Vamos escrever cada coluna AX € R™ como uma combinagao linear dos ve-
tores colunas de A, tendo as coordenadas z1,...,%, do vetor coluna X € R®
como coeficientes. O conjunto de tals colunas obtidas, denotade por Im(4), é
chamado de conjunto imagem de A é identificado & imagem da transformacao
linear Ty : R® — R™ associada a matriz A nas bases candnicas desses espacos.
Deste modo, um sistema A X = b terd solugdo se a coluna dada b pertencer ao
conjunto imagem de A, caso contrario, ndo tem solugdo. Na primeira hipdtese,
o sistema terd solugao tnica se as colunas de A forem linearmente indepen-
dentes, caso contrdrio, terd uma infinidade de solugbes. Veja mais detalhes
sobre interpretagio geométrica de sistemas em [7].
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O problema geral enunciado na introdugdo, expresso na forma matricial
AX = b, terd solugdo tdnice ¢ sua aproximacgio numérica poderd ser dada por
uma operagao simples com o MATLAB.

Em particular:

e Se o sistema AX = b é possivel determinado, a solugdo do problema geral
serd a propria solugao do sistemna.

e Se o sistema AX = b é possivel indeteminado, a solugio do problema
geral serd aquela de norma minima, dentre todas as solugdes do sistema
AX =5

o Sec o sistema dade é impossivel, a solugdo do problema geral dependera da
solucdo do sistema A X = b*, onde * é o elemento do conjunto imagem
de A tal que a norma de b — b* é minima. Neste caso, A X = b* é sempre
possivel.

— Se o sistema A X = b* ¢ determinado, sua iinica soluco é a solucio
do problema geral.

— Se o sistemna A X = b* é indeterminado, a solu¢do do problema geral
é aquela de norma minima, dentre todas as solugfes de A X = b*.

Passos da Extensao

Passo 1: Escolher o vetor b* de I'm(A) mais prézimo de b, ou seja, que torna
minima & distincia {|b* — b|| .

Passo 2: Escolher o vetor X de norma minima que satisfaz o sistema A X =
b*

Assim, combinando estes procedimentos, chegamos a um problema bem deter-

minado:

Problema 2.1  Achar o vetor coluna X de norma minima gque minimiza o
erro e{Z) = ||AZ — b||, denitre todos os vetores coluna Z. '

Observagao 2.1 Pode acontecer, em fungdo da eplicag@o que se tenha, de
a norma ou nocdo de distdncie mais adequada ao problema em gquesido ser
diferente da norma euclideana usual.

2.1 Decomposicao em valores singulares e pseudo-inversa
com o MATLAB

I bastante intercssante observar que existe uma nogdo de inversa generaliza-
da! de uma matriz A de qualquer tipo, que resolve prontamente o problema
acima descrito.

ldentre virias outras. Veja por exemplo em [8] ou {1].
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Trata-se da inversa generalizada de Moore-Penrose ou pseudo-inversa da
matriz A. '

Definigao 2.1 Dada uma matriz A, retangulor de tipo m xn, chamamos in-
versa generalizada de Moore-Penrose ou pseudo-inversa de A a gualquer notriz
B de tipo n x m tendo as guotro propriedades seguintes:

() ABA=A (#41) (BA)T = B A
(i) BAB =B (iv) (AB)T = AB,

onde ()T denota o transposta.

Pode ser provado que existe wuma inica matriz B com estas propriedades® a
gual denotaremos por Af. A pseudo-inversa Al pode ser calculada com a funcio
interna pinv do MATLAB.

Dada uma matriz A ¢ um vetor coluna b com o mesmo nimero de linhas
que A, a solugio do problema 2.1 é

X =Atb.
Este resultado é formalizado de forma equivalente na proposicao seguinte.

Proposigio 2.1 X = AT b ¢ o iinico vetor coluna com a seguinte propriedade:
1. (AX —b)TY =0, para tedo ¥ € Im(A)
2. Se (AZ —B)TY =0, para todo Y € Im(A), entio X* X < 2T Z.

Uma prova dessa proposigao é dada no apéndice A.

Observacao 2.2 (Problemas de minimos quadrados) 1. Oponio X do
hiperplano de equagdo ayri + GaXz + ... + 0nTn = ¢ TROIS prézimo do
ponto b de R™ pode ser calculado simplesmente como o produto X =
pinv{[a1az...a,]) (b — Xo), onde Xo é uwm ponto escolhido arbilraric-
mente no hiperplano,

2, Sendo os m. pontos
(allaalﬁa- e ,Ct,]_n,bl) y (a21,022a e ,ng,bz) 3 ot (amlaamzy P )a'mn:bTH) H

dados, onde cada b; € obtido experimentalmente em fungdo dos agj i =
1,...,n, o hiperpleno de R™! de equagdo Tny1 = cnmy + agzz + ...+
Qnn+ B que melhor ajusta esses dados, no sentido de minimos quadrados,
isto €, minimiza:

(1011 + aoog + ...+ @uin + 5 — b1)?

+ (@109 +azoag + ...+ Gpion + 8- 52)2
4o+ (ﬂ'l(l'ml+320m2+---+anamn+ﬁébm)2}

2Veja a férmula (2) do apéndice A.
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poderd ser calculado pela férmula

N,

{ayas ... 0q)7 = pinv(A) biba. .. b7,
onde Ajy =a;; A1 =1se1<i<m,1<j<n.

Na tabela 1 temos a solugdo do problema 2.1 para alguns exemplos com a
funcéo pinv do MATLAR .

2.1.1 Aproximagao da sclugido do problema 2.1 com o MATLAB,
usando a pseudo-inversa:

Usamos o MATLADB para, através da decomposicio em valores singulares ,
fazer um programa que aproxima a solucio de um sistema AX = b. com nm nro-
cedimento andlogo ao que farfamos se buscdssemos resolvé-lo analiticamente,
sem 0 uso de um computador. Usamos a decomposicio em valores singulares,
a0 invés de outra decomposi¢io de A, porque esta decomposigéo se aplica a
matrizes de todos os tipos e porque ela estd ligada & pseudo-inversa de A,
através da Eq. (2) do apéndice A.

A idéia do programa é a seguinte: Usando a decomposi¢io em valores sin-
gulares de A, conforme a equagio (4) do apéndice B, escrevemos A = 7 S VT
onde as matrizes U e V' sdo ortogonais, isto é, UTU = UUT = I, e
VIV =V VT = Iyn ¢ além disso, § é uma matrm retangular diagonal, con-
forme (6), (7) do Apéndice B. Daf, AX = b & escrita como U SVT X = b, ou
ainda, SVT X = UT b, Entio, resolvemos primeiro o sistema S 2 = ¢, onde
¢ = UTb eZ=VTX eem segmda temos X =V Z.

Programa SOLSIS com o MATLAB

E um programa para aproximar solugdes de sistemas lineares AX = b usando
a decomposi¢éo em valores singulares de A4, sendo A uma matriz m. por n.

function seolsis(A,b)

[m,nl=size{A);

[U,8,V]=svd(A);

C=U’#b;

k=rank(3);

if m==n & k==n

disp(’0 sistema tem uma unica solucao:?);
I=Vxinv (8)*C

elseif m==n & k<n

if max(abs(C{k+1:n)))> 10°{-9);
disp(’0 sistema nao tem solucao.’);
else max(abs(C(k+1:n)))<=10"(~-9)
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disp(’0 sistema tem uma infinidade de solucoces. Uma dessas e’);
Y=inv(S(Ll:k,1:k))*C(1:k);
X=V{:,1:k)*Y

disp(’e a solucaoc geral e X + combinacac linear arbitraria da(s)
coluna(s) de’};

M=V{:,k+1:n)

end;

elseif m<n & k==m .

disp(’0 sistema tem uma infinidade de solucoes. Uma dessas e’);
Y=inv(S{l:m,1:m))*C(1:m};

=V{:,1:m)*Y

disp{’e a solucac geral e X + combinacao linear arbitraria da(s)
coluna(s) de’):

M=V(:,m+1:n)

elseif m<n & k<m

if max(abs(C{k+1:m))}> 107(-9);

disp(’0 sistema nao tem solucao.’);

else max(abs{C(k+1:m)))<=10"(-9)

disp(’0 sistema tem uma infinidade de solucoes. Uma dessas e’);
Yeinv(S(1:k,1:k)¥*C(1:k);

X=V(:,1:k)*Y

disp(’e a solucao geral e X + combinacao linear arbitraria da(s)
coluna(s) de'};

M=V{(:,k+i:n)

end;

elseif m>n & k==n

if max(abs(C(k+1:m}))> 107 (-9);

disp(’0 sistema nao tem solucao.’);

else max(abs(C(k+1:m)))<=10"(~9)

display(’0 sistema tem uma unica solucac:’};
Y=inv(S{l:n,1:n))*C(1:n);

X=v=Y

end;

else m>n & k<n

if max(abs(C(k+1:m)))> 10°(-9);

disp(’0 sistema nac tem solucao.’};

else max{abs{C(k+1:m}))<=10"(-9)

disp(’0D sistema tem uma infinidade de solucoes. Uma dessas e’):
Y=inv{(S(1l:k,1:k})+C{1:k);

X=V(:,1:k)*Y

disp(‘e a solucao geral e X + combinacao linear arbitraria da(s)
coluna(s) de’);
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M=V(:,k+l:m)
end;
end;

Vamos considerar na tabela seguinte, quatro sistemas AX = b onde em cada

1,72 s 1],
0,0 | "7 |2/’

caso, A e b sdo:

(M A= g0

@ A= 90s

ronoes 1792 1 (17
(3) A=]292 09 |, o=]|2];
| 1,32 —0,76 3
0,96 1,72 0,76 1
(4) A=12928 09 -1,32|, b=|2
L 1,32 0,76 -2,08 3
Tabela 1
AX =b Solugao A\b solsis
1 0,82666. .. 0,8267 0,8267
1) 0,12000... 0, 1200 0,1200
0,82666... + ¢ 0, 8267 0,5911 + ¢0,5774
(2) 0,12000... — ¢ 0, 1200 0, 3556 — 0, 5774
0...+¢ 0 —0,2356 4- €0,5774
(3) néo tem _é: gggg nao tem
.(4) nae tem liziflg;i?l;reciso nao tem

3 Conclusao

1,72 0,76
0,96 -1,32

- o=3):

pinv

0, 8967
0, 1200

0,5911
0, 3556
—0, 2356

1,4222
—0, 6000

0, 7481
0,0741
—0,6741

O problema AX = b é um dos mais importantes da Matematica. Em cursos
elementares ensina-se que se A for inversivel entdo A7*b é a dnica solucdo.

1 N B S S0 s e e - .
s on S e e S s e S
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No caso de A ser nido inversivel ensina-se geralmente, a partir de operagdes
elementares, o método de escalonamento e retro—substltuigao para resolver o
sistema, 0 que é um processo penoso, mesmo se A é 4 x 4. Portanto, o uso de
um pacote, tipo MATLAB, se faz necesséirio.

O que procuramos mostrar nestas notas é que, mesmo usando um pacote
poderoso como 0 MATLARB, a reflex8io sobre o significado da resposta é impre-
scindivel. Nao é possivel usar pacotes sem refletir sobre o que se estd calculan-
do. E necessério compreender como as respostas sdo encontradas e com que
precis&o sdo calculadas,

Na verdade, 86 ¢ possivel usar pacotes com seguranca quando se conhece em
profundidade as teorias matemadticas envolvidas e as aproximagdes que estio
sendo feitas.

Pacotes ndo sdo substitnins nara teoriae e aem eetae e nenotoe nio gin
confidveis.

A Pseudo-inversa e o problema de minimos quadra-
dos

Vemos na figura que b* é o tnico vetor de Im(4) que torna minimo o erro
e(X) = {|4 X - b||. Podemos caracterizar * por meio da condicio seguinte:

Para todo Y € Im(4), YT (b* — b) =0

que traduz o fato de b* ser o iinico vetor coluna de Im(A) tal que b — b* seja
ortogonal & Im(A).
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Prova da proposigao 2.1:

Vamos provar que, dada uma matriz A e um vetor coluna b com o mesmo
ndmero de linhas que A, X = A!b é o tinico vetor coluna com a seguinte
propriedade:

1. (AX —b)TY =0, para todo Y € In(A);

2. Se (AZ —b)TY =0, para todo Y € In(4), entdo XTX < 27 Z.
Prova: Seja X = Al b. Entio,

ATAX = AT A(ATD) = AT (AAND
= AT(AANT b = AT (ANT ATb = (AAt A)Tb = AT b.

Tt wmpmrrn on v T n osepcben Farmabdve moan AL ATEY 0 B* T mnmassnn b oao
Ists prova o itom 1o moestra também gue AAEY = 2* Em resume, tomes
AX =0 ¢||[AX - bl = mingi{|AZ - b].

Falta mostrar que X = ATb tem norma minima. Para isto, observamos

que se AZ € Im(A), isto é, se A Z = b*, entdo podemos escrever Z =h + Al b
com h satisfazende Ah =0.

Mostremos que Z7 Z > (At 6)T Atb. Com efeito, multiplicacio direta nos
levaa ZT Z = (AtB)T AT b + hTh + 2RT Al
Usando as propriedades de A temos que AT At b = 0. De fato,

(hT ATB)T = (hT (A1 AADB)T = (BT At 4) (ATB))T = (Al 6)T (hT AT A)T
= (ATB)T (AT A)T h = (ATB)T (AT A) b= (Al )T A (AB) =0

onde usamos Ah =0. Assim, Z7Z2=X"X +hTh > XTX . g

A pseudo-inversa de A

Tomamos a decomposi¢io em valores singulares de A: A= U SV7T, conforme
a equacdo (4) do apéndice B. A peudo-inversa Al tem a seguinte caracterizacio:

At=vSuT (2)

sendo § a matriz n por m obtida da transposta ST de S, substituindo-se os
elementos ndo nulos Sj; de sua diagonal por seus inversos 1/5;; .

B Decomposicao em valores singulares para ma-
trizes reais
Nesta secio, estudamos uma decomposicio para uma matriz retangular, a qual

tem grande importincia em dlgebra linear computacional, denominada decom-
posigdo em valores singulares .
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Tomemos uma matriz m x 7 4 e denotemos por mAn, p menor dos inteiros
men. \

A grosso modo, podemos descrever a decomposicao em valores singulares
de A, da seguinte maneira:

Ezistem matrizes unitdrias U e V' de tipos m e n respectivamente, tais que
A se escreve na forma

AV =US. (3)

onde S € uma matriz m x n cuja diagonal é constituida por ndmeros reais néo
neqgativos d1,01,...,0man € todas as suas demais entradas sdo nulas.
Em particular, temos

A=USVT. (4)
Mais explicitamente sccrevamos V' — T oo 000 01 atrovds de suas colunas

v; € R™ ¢ analogamente, U = [y, ug,...,um), com u; € R™. Neste caso, a
equagdo (3) para m An = n, se escreve como

Auy = o
Avy = ogous
(5)
Avpan = Fman Yman

Se mAn = m, a equagio (3) equivale as equacdes (5) juntamente com as
equagoes seguintes

At = 0
Avpys = 0
Av, = 0

ou seja, as iltimas n — m colunas em (3) sio nulas.
A titulo de ilustragdo, notamos que se m A n = m, a matriz S tem a forma
seguinte:

(6)

\
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No caso em que m A n = n, a matriz S tem a forma:

[ 25} 0 P 0
0 [+)) 0
0 0 On {7
0 0 0
L 0 O 0 |
Os ndmeros reais ndo negativos a1, ds,. .., Gman 520 denominados valores sin-
gulares de A. Os vetores v1,v3, ...,V $80 denominados vetores singulares &
direite de A, enquanto que uy,ua,...,u, denominam-se vetores singulares d

esquerda de A.

Observagao B.1 A partir de (3), podemos deduzir imediotamente as seguintes
propriedades:

i)

| i)

i)

O posto da matriz A, posto(A) (dimensdo da imagem de A), € iqual ao
nidmero de valores singulares o; estritamente positivos de A (Veja (6) e
(7)).

Se denotamos, contando multiplicidade, 05 auto-valores ndo nulos de AT A,
em ordem decrescente, por Ay > Ag > ... > A, > 0, temos de (3),

Av=US8, VvTAT=5Ty"T

e dat,

VIAT AV =5§T0TUS=578 (8)
€

AAT = AVVT AT =y s sTUT,
ou seja,

UT AATU =857 . (9)

Assim, de (8) e (9), temos que os auto-valores ndo nulos de AT A ¢ A AT
sGo os mesmos, e na verdade coincidem com os quadrados dos valores

Ssingulores de A:

M=a?>h=0">...2M=02>0.

O niimero de condicionamento de uma matriz nxn inversivel A, cond(A),
é definido como

cond(A) = [|A]lz 47|
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onde A X]]
Allz = sup
I “? x#o0 || X]]

Mas, de A=USVT, vem A~ =V §-1UT,

Sendo

[|All2 = o1 = maior valor singular de A

e
[|A= |2 = 1/on = inverso do menor valor singular de A
temos
cond(A) =ay/0,.

Ao mrenmrindodan nnima chin dasnrrantac Aa basramns casainéa
Az propricdodes coime s80 decorrontes do tooromsn sopuinte

Teorema B.1 {(Decomposigdo em valores singulares) Seja A uma mao-
triz m x n arbitrdria, com coeficientes reais. Fntdo existern matrizes ortogo-
nais U e V', de tinos m e n respectivamente, e nimeros reais oy > 0a > ... =
Oman = 0 fois que

UTAv =35
onde S € a matriz m X n definida por
S?;j = 0; 7= J
S5 =10 iEg.

Prova: (Indugéo sobre a ordem de A) Seja o1 = || 4|2 = sup);x =1 |4 X]| .

Como a esfera unitdria de R™, 5 = {X & R™ : ||X|| = 1} ¢ compacta, segue
do teorema de Weierstrass que existe um vetor unitdrio v; € R” satisfazendo
[|4]]2 = J]A w1l Se A#0, 1 > 0. (Por qué?)

Observamos que ¢, corresponde ao comprimento do maior semi-eixo do
elipséide generalizado E = {AX € R™ : ||X|| = 1}.

Obviamente estamos supondo A # 0. Caso contrario, a decomposicao em
valores singulares de A pode ser obtida simplesmente com § = 0 e quaisquer
[/ e V ortogonais de tipos m. e n respectivamente.

Assim, a primeira equacio em (5) pode ser imediatamente satisfeita se-
definimos o vetor unitario u; por u; = - Ay,

1
Para obtermos o passo de inducao, precisamos mostrar que o complemento

ortogonal de R - {1} = {av; : & € R} em R™, tem como imagem por A em
R™, um subespago ortogonal a R - {u1} = {Bu; : 8 € R}

Tomemos we € R™ unitdrio, ortogonal a v; (v] ws = 0) e mostremos que
Awg é ortogonal a u;.
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Para isto, definamos w = oy v; + (uir Awylws e denotemkos u’{Awg =46,
Neste caso, aplicando A, obtermos Aw = 1%, 4 § Aws. Como we foi tomado
unitério, vemos que

ol = 012 + 82 jws |2 = ;2 + 62 (10)
Por outro lado,

[[Awl® = o011+ 20,262 462 || Awy)|?

> 0'14-5-20'12(52 +(54

= (@022 + 8 = (o7 + (uF Awy)?),

visto que |u] Aws| < ||Aws|| (desigualdade de Cauchy-Schwarz).
Da definicgo de o1 e da Eq. (10) temos

2
o? > —-—“Iﬁ;ﬁg 201" + (uf Aw,y)?

e portanto, temos u}nAwg =0, ou seja, Aw, & ortogonal a u;.

Observamos que o mesmo resultado é obtido se wWs ndo € unitério.

A partir desse resultado, podemos proceder indutivamente para obter a de-
composicdo em valores singulares de A4, determinando o segundo valor singular
oy de A. Aplicamos o raciocinio anterior & restriggo de A ao complemento
ortogonal de v; em R", cuja imagem estd contida no complemento ortogonal
de u; em R™.

Notamos daf que o3 < ¢y, e assim sucessivamente. As matrizes V e I/ sio
tomadas, por exemplo, como senda V = [V1,%2,...,0,] e U = (w1, g, ..., up),
onde se m A n = m, entio Um+1, ..., Un SAO quaisquer tais que V é,ortogonal,
€8¢ MAT =N, entio Uy,1,..., %, S40 quaisquer tais que U é ortogonal,

Os 0 sho todos univocamente determinados por A, enquanto que o mesmo
n&o ocorre com as matrizes V e /. ‘

Podemos entdo, dar por encerrada a prova do teorema. o

Comentario B.1 4 solugdo de minimos quadrados no sentido da norma usual
pode também ser celculada poertir de decomposicio QR da matriz A, Pare
simplificar, suponha que A seja de tipo m X n comm > n e posto n. Eriste
uma matriz ortogonal @ de tipo m e uma matriz triangular superior R tal que
QR=A, onde R € da Jorma
Ry
Ky

com Ity de tipo n x n e posto n.




a1

Dado b de tipo m x 1, seja QT = € ] com ¢ de tipo n X 1. Temos entdo,

d

[AX —b|* = |1c2(1vf—f95’"b)|i2
e | 5 ]-1 5]

Temos como consegiéncia gue a solugGo de minimos gquadrados € a inica
solugdo de R\ X =c. g

2
=R X — el + [d]®.
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