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Definicao: Dois subconjuntos X e Y do R"™ sao homeomorfos quando existe uma bijecao
continua f: X — Y, com inversa f~1:Y — X também continua. Uma funcdo f desse tipo

chama-se um homeomorfismo entre os conjuntos X e Y.

Conjuntos homeomorfos sao indistinguivels do ponto de vista da Topologia e uma importancia
principal desse concelto € que 0s homeomorfismos preservam 0s chamados invariantes

topologicos.

Por importancia desse conceito, uma das perguntas principals da Topologia e “Dados dois
conjuntos, eles sao ou nao homeomorfos?”

Vejamos alguns resultados que serao necessarios em nossa demonstracao:

Lema 1: Se ¢: X ¢ R™ — R™ é um homeomorfismo, entdo ¢ ~*(K) c X é compacto sempre
que K < R™ é compacto. Em outras palavras, a imagem inversa pela ¢ de qualquer compacto é
alnda um compacto.

Lema 2: Seja ¢: X € R"™ — R™ uma fun¢ao com a seguinte propriedade: para todo compacto
K c R", o conjunto ¢ ~1(K) é compacto. Entdo, lim |lo(x)|| = o, onde || - || é a norma

x| =00

euclidiana usual.

Lema 3: Suponha ¢:X c R™\{0} — R" cumprindo a hipotese do lema 2. Entao,
lirI(l)”gD(x)” = oo, onde || - || € a norma euclidiana usual.
X—



Teorema: R™ nao &€ homeomorfo a R"™\{0}.

Demonstracao: Suponha, por contradicao, que exista um homeomorfismo ¢: R"\{0} — R".
Logo, pelo lema 1, podemos concluir que ¢ ~1(K) < R™\{0} é compacto sempre que K c R"
for compacto.

Considere agora a esfera unitaria S = {x € R" /||x|| = 1}. Temos ¢(S) compacto e,
portanto, limitado. Logo, existe p > 0 tal que para w € @(S) tem-se ||w]|| < p.

Por outro lado, pelos lemas 2 e 3, temos lim |[@p(x)|| = e lirr(l)”(p(x)” = oo, ASSIm,
X—

x| =00

devem existir y € R™\{0} tal que ||y|| > 1 com [le(y)|| > p e z € R"\{0} tal que ||z|]| < 1
com |lo(z)[[ > p.

Considerando A = {x € R"™ / ||x]|| > p}, temos A conexo por caminhos e portanto existe uma
curva continua y: [0,1] — R™ satisfazendo y(0) = ©(z2), y(1) = @(y) €

ly@®Ill >p, Vte[01]

Definindo a curva 8 = ¢~ 1o y: [0,1] — R™\{0}, segue que S é continua e, além disso,

BOI =1zl <1 e B =Iyll>1.

Pelo teorema do valor Intermediario, deve existir ¢ty € (0,1) tal que
1Bt = Nl (¥ (o))l = 1, donde <P_1(V(to)) € S. Assim, y(ty) € @(S) e dal
[y (o)l < p,

0 que € um absurdo!!
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