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Introducgéo

VVamos resolver o seguinte problema:

“De quantas maneiras distintas pode-se colocar n cartas em n envelopes,
enderecados a destinatarios diferentes, de modo que nenhuma das cartas seja
colocada no envelope correto?”

Supondo que a carta C; deve seguir para o destinatario com endereco no envelope E;, a
resposta do problema quando n = 2 é 2. Veja o desenho:

C, C,

E, E,

Nesse caso temos as possibilidades: {(C;, E,), (C,, E;)}.
Ja quando n =3, a resposta € 6, pois nesse caso, temos as
possibilidades:

{(Clr EZ)) (C2' E3)r (C3' El)t (Cl' E3)r (CZ' El)r (63' EZ)}

Mas qual a resposta para o caso geral?
Esse problema foi originalmente proposto por Nicolaus

Bernoulli (1687-1759), sobrinho dos eminentes matematicos Jacob
(1654-1705) e Johann (1667-1748), da prestigiosa familia Bernoulli,
gue mais produziu matematicos em toda historia. A contribuicdo de
Nicolaus para o estudo e desenvolvimento da matematica pode ser
aferida na numerosa correspondéncia (mais de 560 cartas!) que trocou
com varios colegas, dentre os quais Leonard Euler (1707-1783). ‘
Ao longo de sua prolifera vida, Euler foi um grande Leonhard Euler
“resolvedor” de problemas matematicos. Alguns desses problemas abriram novos
campos de pesquisa matematica, como o problema formulado no comec¢o do artigo.
Talvez Euler se interessou pelo problema das cartas mal enderecadas por se tratar de



mailto:daniel@dme.ufcg.edu.br
mailto:mario@dme.ufcg.edu.br
http://pt.wikipedia.org/wiki/Euler

uma questédo curiosa e desafiadora da teoria das permutacdes, hoje chamada permutagéo
caotica.

Uma permutacdo de elementos é dita cadtica se, ao permutarmos esses
elementos, nenhum deles continua em sua posi¢ao original. Com essa interpretagéo, o
problema das cartas mal enderecadas toma a seguinte formulacdo, mais moderna e mais
geral:

“Qual o nimero de permutacdes cadticas de n elementos?”

A resposta que daremos para essa pergunta é a solucdo original do proprio Euler.
O que nos faz apresenta-la é a maneira como Euler resolveu esse problema, usando
idéias originais e simples, apenas com algumas manipulacdes algébricas, plenamente
inteligiveis por alunos do ensino médio. Com essa solugdo, alunos e professores podem
constatar que problemas de contagem podem ser muito interessantes, e, para resolvé-los,
nao é suficiente classifica-los em um problema de arranjo, permutacdo ou combinacéo e
simplesmente usar uma férmula.

Em geral, diferentemente do que faremos, o nimero de permutacBes caoticas é
obtido usando-se diretamente o Principio da Inclusdo-Excluséo.

Apreciemos a solucéo de Euler:

Chamaremos 77 0 nimero de maneiras de se colocar n cartas em n envelopes,
enderecados a destinatarios diferentes, de modo que nenhuma das cartas seja colocada
no envelope correto (em outras palavras, 7 € 0 numero de permutacdes caoticas de n
elementos).

Sejam as cartas Cy, Cy, ..., C,, e 0s envelopes Ej, E, ..., En.

A principio, a solucdo é dividida em dois casos:

(i) C, e colocada em E; e C; é colocada em Ej;
(ii) Cy é colocada em E; e C, ndo é colocada em E;.

O caso (i) tem n — 2 solucbes e 0 caso (ii) tem n — 1 solugdes. Assim, 0 nimero
de solucdes no caso em que “C; é colocada em E;” é n —1 + n — 2. Esse nimero de
solucdes € 0 mesmo no caso em que “C; é colocada E3”, que “C; é colocadaem E4”, ...,
que “C; é colocada em E,”. Contando todos 0s casos possiveis, i sera dado por:

n=(m—-1D[n-1+n-2]. ()
Com isso, 0 matematico obteve uma férmula de recorréncia, que ainda precisava

ser melhorada para encontrar 7.
Ele reescreveu a férmula anterior como

n-nn—-1D)=Mn-Dn-1+n-2]—-nn-1

=(-Din-1+(n—-1).n-2>=
n-nn-1)=(+Dn-1-(Mn-1).n-2]. )

Aplicando a equacdo (I1), sucessivamente, para n > 3, obtem-se:

3-3.2=(-1[-2.1]
4-43=(-1[3-3.2]

ﬁ—(n.n—13:(—1)[11—1—(71—1).71—2]



Multiplicando as (n—2) equagdes anteriores e fazendo os devidos
cancelamentos, segue-se que:

A—mn=1) = (-D)"2[2 - 2.1]
Como1=0,2=1e(—1)"2=(—1)" tem-se:
n—mn-1)= (D" (1

Assim, “o grande resolvedor” obteve uma equagdo bem melhor do que (I), por conter

para nmeros sucessivos.
Para encontrar 7, ele dividiu a equagéo (I11) por n!, donde:

nn—1 (=D" n n—-1 (="
nl o =Dl 7l (V)

fi
n!

Aplicando a equacéo (V) para os sucessivos valores de n > 2, tem-se:

2 1 (-1)?
2071 2
3 2 (-1)3
317217 3

Agora sim, adicionando as (n — 1) equacdes anteriores, chega-se a:
1 (=1)

(-1)3 (D"
ATnT T Tt

Sabendo que 1 = 0, a igualdade anterior resulta em:

(-1 (-1)° —n"
T TR

n
n!
Finalmente, Euler encontrou a resposta do problema das cartas:

—1)2 —_1)3 _q\n
BENEE

Genial, ndo acham?
Agora, na época de Natal, o leitor pode prontamente responder a pergunta do presente

do amigo oculto:



“De quantas maneiras as pessoas de um grupo de m amigos podem sortear seus
amigos ocultos, sem que uma pessoa sorteie-se a si mesma?”

Quem desejar saber mais sobre combinagdes caéticas sugerimos as trés ualtimas
referéncias mencionadas no final do texto.
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