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Resumo: Apds o matemdtico Henri Poincaré (1854-1912) publicar um artigo intitulado Analysis situs (POIN-
C’ARE, 1894)), que foi pioneiro ma criacio da Topologia, essa drea de pesquisa avancgou bastante e passou a
contribuir indispensavelmente nas principais dreas de estudo de Matemdtica. Neste trabalho, desenvolvido pelo
Grupo PET-Matemdtica-UFCG e orientado pelo professor Daniel Cordeiro, perceberemos o quanto a linguagem
topoldgica pode ser abrangente, fato que exemplificaremos por meio de um uso nada convencional da topologia
na demonstracio do famoso Teorema de Fuclides sobre a infinitude dos nimeros primos (FURSTENBERG,
1953)). Tal demonstracao é fundamentada na introducdo de uma topologia no conjunto discreto 7, baseada em
uma definicao bastante criativa de conjunto aberto, intuitivamente bem diferente da que estudamos nos espagos
euclidianos completos usuais.
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1. Introdugao

Dentre as principais linhas de estudo de Matemaética, podemos dizer que a Topologia é a mais nova delas.
Segundo [Eves| (2011}, o primeiro artigo inteiramente dedicado & Topologia, foi publicado no final do século XIX,
com o titulo de Analysis situs (POINCARE], [1895)), sob a autoria de Henri Poincaré (1854-1912). Apds essa
publicacao de Poincaré, esse campo de estudos tornou-se indispensavel na Matemédtica e passou a receber a
contribui¢ao de um ntimero cada vez maior de pesquisadores.

Durante a graduagao do estudante de Matematica, a primeira vez em que ouvimos o termo “Topologia”é nos
cursos de Célculo e de Anélise Matemética. Neles somos apresentados a topologia dos espacos euclidianos, cujos
conceitos sao a base para o estudo de limites de fungoes, continuidades etc. Apesar desses serem os exemplos
mais comuns de topologias, eles nao sao os unicos, alids, os conceitos topologicos sdo bem mais abrangentes.

Por outro lado, os nimeros primos é um tema que encanta matematicos de todas as épocas, em especial a
infinitude desse conjunto de ntimeros ja recebeu diversas demonstragoes, com as mais variadas argumentacoes.
Uma demonstragao da infinitude dos niimeros primos, muito interessante, foi dada por Hillel Fiirstenberg (1935),
publicada na revista American Mathematical Monthly (FURSTENBERG], [1955)), na qual foram utilizados con-
ceitos da Topologia. Esta demonstragao, posteriormente, também apareceu no famoso livro Proofs from the
book (ZIEGLER; HOFMANN]| [2014)), que por sua vez, contém belissimas demonstragdes de resultados famosos
da Matematica.

Em geral, a ideia que um estudante de Matematica pode ter, a principio, é que os conceitos de Topologia
s6 aparecem para conjuntos continuos. Neste trabalho, faremos uma demonstracido da infinitude dos nimeros
primos, por meio de conceitos topoldgicos, a medida que introduziremos uma topologia em um conjunto discreto,
neste caso, o conjunto dos ntimeros inteiros, que foge as situagoes mais usuais. Tal demonstracao nao sé encanta
pela imparidade dos argumentos utilizados, mas também pelo uso da linguagem topoldgica que é capaz de
proporcionar uma excelente degustagao, até mesmo para aqueles que por ventura ja conhecem este campo de
estudos da Matemadtica.

2. Metodologia

Este trabalho é oriundo de uma atividade do Grupo PET-Matematica-UFCG, que visa o desenvolvimento
de trabalhos de carater cientifico na drea de Matematica. A metodologia é exploratéria bibliografica, na qual de
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inicio o Tutor do Grupo nos apresentou o artigo sobre a infinitude dos nimeros primos de autoria do matematico
Hillel Fiirstenberg. A partir dai, buscamos outras referéncias, em portugués e em lingua estrangeira, para
estudar sobre topologia e assim explorar e dar uma apresentacao pessoal, usando os argumentos presentes na
demonstracao que aparece no artigo do Hillel Fiirstenberg. Desse modo, o desenvolvimento deste trabalho
também coincidiu com a atividade intitulada “Pesquisa em Competéncias Basicas no Uso da Linguagem Escrita
e Oral, em Idioma Estrangeiro e na Area de Tecnologias de Informagao e Comunicagao”, uma vez que usamos
textos em inglés para elaboragao do trabalho.

Ao longo do desenvolvimento do trabalho foram reservados horarios de estudo individual, bem como de
horérios de reunides com o Tutor, para que fossem feitas as devidas orientagoes para o estudo e a confecgao
do trabalho final. Ademais, também foi elaborado uma apresentacido para os semindrios internos do Grupo
PET-Matematica-UFCG, relacionados & atividade intitulada “XI Workshop Didéatico-Pedagdgico de Pratica de
Ensino em Matematica”.

3. Resultado e discussao
3.1 Resultados basicos

Primeiro, vamos definir topologia, para isso escolhemos a definicao adaptada de (2009):

Definicao 1. Seja X um conjunto qualquer. Uma topologia em X € uma colecao T de subconjuntos de X,
denominados abertos (sequndo a topologia T), que cumpre as sequintes condigoes:

i) X e sao abertos;

ii) Se Ay, As, -+, A, sdo subconjuntos abertos de X, entao a interse¢cio A1 N Ay N---N A, € um conjunto
aberto;

i) Se (Aa)ocp € wma cole¢do qualquer de subconjuntos abertos de X, entdo a unido ULAa € um conjunto
aE

aberto.

Para nossas finalidades precisaremos também da definicao de conjuntos fechados e de uma importante
propriedade deles:

Definicao 2. Um subconjunto F' de X ¢ dito fechado, quando seu complementar FC, em relagio a X, for um
congunto aberto.

Ao longo do texto, faremos o uso de duas notagoes para tratar do complementar de um conjunto, a saber
F9e X\ F.

Proposicao 1. A unido de dois subconjuntos fechados Fy e Fy de X, resulta em um conjunto fechado.
Demonstragcao. De fato, pela Lei de De Morgan, podemos escrever
(F, UF,)“ = FC n FS.

Ademais, como os conjuntos Fy e Fy siio fechados, entdo pela Definicio [2L os conjuntos FE e FS sio abertos.
Consequentemente, pelo item ii) da Defini¢do [1| a intersegido desses abertos resultard em um conjunto aberto,

ou seja, (F1 U Fz)c é aberto e portanto, o conjunto Fy U Fy é fechado. [ ]
Corolario 1.1. A unido finita de subconjuntos fechados Fy, Fs, ---, F,, de X, é ainda um conjunto fechado.
UFCG
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3.2 A definicao da topologia

A partir de agora, voltaremos nossa atencao para o conjunto dos nimeros inteiros, dai precisaremos adotar
uma estratégia para estabelecer quando um subconjunto de Z é aberto. Nossa estratégia vai se basear em
progressoes aritméticas, fundamentada na seguinte definigao:

Definicao 3. Dados a,b € Z, com b > 0, uma progressio aritmética serd uma sequéncia (infinita) da forma

Poy={a+bn;nelZ}.

Exemplo 1. Considerando a = 0 e b um nimero inteiro positivo, a progressio aritmética obtida Fyp, serd
exatamente o conjunto dos multiplos inteiros de b, isto é

Poy={bnineZ}={- -, —3b,—2b,—b,0,b 2b3b, -} = bZ.

De posse da Defini¢ao 3] vamos caracterizar os pretensos subconjuntos abertos de Z, para em seguida verificar
se essa familia de subconjuntos introduz uma topologia em Z.

Definigao 4. Diremos que A C Z € aberto, se A for vazio ou, se para cada a € A exista b > 0 tal que P, C A.

Exemplo 2. O conjunto Z é aberto. Com efeito, dado qualquer nimero a € Z, seja qual for b inteiro positivo,
podemos concluir que Py, C Z.

Proposicao 2. Dados a,b € Z, com b > 0, a progressio aritmética P, € um conjunto aberto.

Demonstracao. De fato, considerando ag € P, ;, podemos escrever ag = a + bng, para algum ng € Z. Vamos
mostrar que Py, C P,;. Para tanto, desde que m € P, deve existir ny € Z tal que m = ag + bn;.
Consequentemente,

m = (a+bng) +bny =a+b(ng +n1) € Py,

pois, ng + ny € Z. E portanto P, 5 C P, p. |

Exemplo 3. A Proposicao[3, nos diz que as progressoes aritméticas que vimos na Definicao[3, sao subconjuntos
abertos de 7, isto é, satisfazem a Defini¢do[, Desse modo, obtemos uma infinidade de subconjuntos abertos de
Z.

Finalmente, vamos verificar que os subconjuntos abertos de Z, segundo a Defini¢ao[4] satisfazem a Defini¢ao
de topologia:

i) Note que, por defini¢ao, ) é um conjunto aberto. Ademais, Z também é aberto, segundo o Exemplo

ii) Sejam Aj, As, ---, A, abertos, vamos mostrar que A; N A2 N---N A, é aberto. Para tanto, mostraremos
primeiro que, para n = 2, o resultado é vélido. De fato, dados A; e Ay abertos, caso A; N Ay = (), é
imediato que A; N Ay é aberto. Por outro lado, se A; N A3 # 0, entdo podemos considerar a € A; N As e,
como esses conjuntos sao abertos, devem existir by > 0 e by > 0 tais que

Pa,bl g Al € Pa,brz g A2'

Ademais, a progressdo Py p,p, estd contida nas progressoes Pup, € Pyp,, logo Py pp, € A1 N Az, Dal,
concluimos que A; N Ay é aberto, e assim, que o resultado é valido para n = 2. Suponhamos agora, que o
resultado é vélido para algum k € N, isto é, que se Ay, As, -+, Ay sdo abertos, entdo A1 NAsN---NAg é
aberto. Vejamos que isso implica que o resultado também serd valido para k 4+ 1. Com efeito, sendo A1
aberto entao a intersec¢ao dos dois conjuntos abertos

(AyNAsn---NMAL) N Ak,

resulta em um conjunto aberto, logo o resultado também é valido para k + 1. Portanto, fica provado o
resultado para gualquer n natural
UFCG
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ili) Considere uma cole¢ao qualquer (A, )acr de conjuntos abertos, iremos mostrar que a uniao ULAa é um
aec
conjunto aberto. De fato, se todos esses conjuntos forem vazios, devemos ter U A, = 0, assim U A, é

a€cl acLl
aberto. Para o caso em que A,, # 0 para algum oy € L, entdo podemos considerar a € A,, € como A,, é

aberto, existe b > 0 tal que P, C A, €, consequentemente

be c u Au~
acL

Isso mostra que U A, é um conjunto aberto.
a€ELl

As condigoes que acabamos de verificar, garantem que a familia de subconjuntos abertos que apresentamos
na Definicdo (4] de fato, introduzem uma Topologia em Z.

3.3 Resultados principais

Proposicao 3. Todo subconjunto aberto e nao vazio de Z € infinito.

Demonstrag¢ao. Seja A C 7 aberto e nao vazio. Como A é nao vazio, podemos considerar a € A. Além
disso, como A é aberto, entdo para a € A deve existir b € Z, sendo b > 0, tal que P, € A. Ora, P, é um
subconjunto infinito de A, portanto, A também ¢é infinito. [ ]

Para esta 1ltima conclusao, usamos a contrapositiva do resultado que diz que todo subconjunto de um
conjunto finito é finito, tal resultado pode ser consultado em (2004).

Proposigao 4. Se p € um niumero inteiro positivo, entao

Pop =17 \ Ufz_llpz}p-

Demonstragcdo. Seja x € Py, entao x = np para algum n € Z. Queremos mostrar que
€ Z\ U Py
Suponha por contradi¢ao que x € Uf;llPi’p, assim & = i + nyp, para algum i € {1,2,....p — 1} e n; € Z, daf
np=mp+i=1i=(n—ny)p.

Ou seja, p divide 7, o que é um absurdo, pois i € {1,2,...,p—1}. Logo, somos levados a admitir que x ¢ Uf;lle,
e, consequentemente, que
z € Z\ UL Py
Por outro lado, para mostrar a inclusao contréria, basta garantir que x € Fy p, ou seja, x = np, para algum
n € Z. Sabemos que x ¢ P, ,,, assim

z#np+i,Vie{l,2,...,p—1} e neZ. (1)

Ademais, pelo algoritmo da divisao existem ng,r € Z, tais que
xr=mnop+r, com 0<r<p-—1. (2)
Logo, por e , para todo ¢ € {1,2,...,p — 1}, segue-se que nop + r # ngp + i, logo r # i. Assim, resta

apenas que r = 0 e portanto x = ngp, mostrando que x € Fy . |
Corolario 4.1. Se p é um numero inteiro positivo, entdo a progressio Py, € um conjunto fechado.
Demonstragdo. Com efeito, pela Proposigao [4} sabemos que
— p—1p
PO,p =Z \ Ui—1 Pz,p-

Por outro lado, vimos na Proposicao |2| que as progressoes aritméticas P;, sdo conjuntos abertos. Logo, a

uniao
p—1p
Uizt Lip
¢ um conjunto aberto e consequentemente, sen complementar Py, é fechado ||
UFCG
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3.4 A demonstracgao da infinitude dos niimeros primos

Enfim, chegamos a tao esperada demonstracao da infinitude dos nimeros primos utilizando Topologia.

Teorema 1. O conjunto P dos nimeros primos € infinito.

Demonstragdo. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética (COUTINHO, 2005), todo nimero m inteiro, di-
ferente de -1 e 1, possui um divisor py primo, assim m € Fpp,. Consequentemente, de modo geral, podemos
escrever

UFPy,=72\{-1,1}.
peP 0,p \{ ’ }

Pelo Corolério[4.1} cada progressao Py, ¢ um conjunto fechado. Logo, se P fosse finito, entdo o Coroldrio
nos asseguraria que a uniao finita U F,, seria um conjunto fechado, e consequentemente, seu complementar
peP

{—1, 1}, deveria ser um conjunto aberto. Absurdo! Pois, se {—1, 1} fosse aberto, entdo pela Proposigio [3] este
aberto nao vazio deveria ser infinito, o que nao é verdade.
Portanto, concluimos que a uniao UPPO’p nao pode ser uma uniao finita, isto é, o conjunto dos nimeros
pe

primos PP é infinito. |
4. Conclusoes

Ao lado da Anélise, da Algebra e da Geometria, a Topologia constitui uma das partes fundamentais da
Matematica. De fato, seus conceitos penetraram diversos ramos da Matemaética e proporcionaram o desenvolvi-
mento de cada desses ramos, como por exemplo o estudo das Equagoes Diferenciais e da Geometria Diferencial
que carregam muitos aspectos da topologia. No entanto, sua influéncia é ainda mais abrangente, a exemplo do
nosso trabalho, fomos capazes de introduzir uma topologia em um conjunto discreto e, a partir de uma defini¢ao
de conjunto aberto nada convencional, que foge da nossa intuicdo, demonstrar o magnifico Teorema de Euclides
sobre a infinitude do conjunto dos nimeros primos.
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