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Resumo: A descoberta de grandes nimeros primos contribui para a melhoria do método usado pela Criptografia
RSA, que € uma ferramenta importante na sequranca da comunicacdo nas midias digitais. O estudo dos numeros
primos nao € tao atual quanto a Criptografia, séculos atrds, Euclides de Alexandria (360-295 a.C) jd havia dado
uma demonstracao da infinidade dos numeros primos. O matemdtico Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet
(1805-1859) relacionou o estudo sobre a infinidade de nimeros primos com progressoes aritméticas (P.A.s)
provando que qualquer progressdo aritmética de termo geral a+nq, comn € N e a,q € Z, tais que mde(a,q) = 1,
possui infinitos nimeros primos (SHIELDS, |1989). Esse é o conhecido Classico Teorema de Dirichlet. Aqui,
abordaremos alguns casos particulares de P.A.s associadas a esse teorema como continucdo de um trabalho jd
publicado nessa dire¢ao (FIGUEIREDO et all (2020). Para o desenvolvimento do trabalho, realizamos uma
pesquisa bibliogrdfica sobre o tema, inclusive por meio de leituras em lingua estrangeira. Apds os estudos
proveninetes dessas pesquisas, sob a orientac¢io do Tutor Prof. Daniel Cordeiro, do Grupo PET-Matemdtica-
UFCG, elaboramos uma apresenta¢do para ser exposta na atividade Workshop diddtico-pedagdgico desenvolvida
pelo Grupo. Ao se debrucar sobre essa temdtica, € perceptivel que mesmo com as dificuldades em trabalhar com
ndmeros primos, as P.A.s surgem como uma forma de manter um certo controle sobre nimeros primos, ainda
que nao se possa saber quais dos termos dessas P.A.s sdo nimeros primos e onde estao.
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1. Introdugao

E possivel que em algum momento se ouca a noticia da descoberta de um grande ntmero primo, até
entao desconhecido, fato que é considerado como um novo recorde no campo de pesquisa por grandes niimeros
primos. Muitos pesquisadores dedicam grande parte de seu tempo e de seu esfor¢o na busca por quebrar esses
recordes, seja por curiosidade ou até mesmo por motivagoes financeiras. Um exemplo é o GIMPS (Great Internet
Mersenne Prime Search), um grupo que retine pesquisadores na busca por grandes ntimeros primos de Mersenne
(WOLTMAN; KUROWSKI, [2021)).

Independentemente do que os move, esses feitos tem ajudado, por exemplo, no aprimoramento da Crip-
tografia RSA, que é uma ferramenta muito importante para o envio de mensagens seguras. De forma geral,
a Criptografia consiste no conjunto de regras que visa codificar a informagao de forma que sé o emissor e o
receptor conhecam a mensagem (COUTINHO] 2000)).

A principal relagao entre a Criptografia RSA e a obtencao de grandes nimeros primos estd justamente no
fato de que, quanto maior for um nimero primo, maior é a seguranca dos codigos estabelecidos na criptografia.
No entanto, encontrar esses numeros grandes é uma tarefa dificil, pois nunca foi encontrado e, certamente, nao
existe um padrao na sequéncia infinita dos niimeros primos.

Desde a antiguidade, ja se sabia da infinidade dos niimeros primos com a demonstracao dada por Euclides de
Alexandria (360-295 a.C). Posterior & demonstragao dada por Euclides, tiveram muitas outras, cada uma com
sua forma peculiar de observar o mesmo fato. Um pesquisador de muito prestigio, Pierre de Fermat (1601-1665)
também se debrugou sobre o tema e tentou uma férmula de gerar ntimeros primos, a qual nem todos os niimeros
dessa sequéncia sdo primos, porém ficaram conhecidos como Nameros de Fermat (EVES] |2004).

J4 no século XIX, o matemdtico Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) apresentou uma nova
forma de olhar para a infinidade dos numeros primos, quando exibiu um vinculo entre a infinidade desses
nimeros e as Progressoes Aritméticas (P.A.s) (SHIELDS| [1989). O resultado de Dirichlet é o Cldssico Teorema
de Dirichlet (RIBENBOIM, 2001)), que pode ser enunciado da seguinte forma:
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Teorema 1. Sejam r > 2 e a # 0 inteiros primos entre si, entGo a progressao aritmética
a,a+r,a+2r,...,a+nr,...

contém uma infinidade de nimeros primos.(SILVA JUNIOR, |2017)

A demonstragdo para esse teorema é extremamente técnica e pode ser encontrada em [Selberg] (1949)). Diante
disso, o presente trabalho é a continuagéo de um estudo inicial que pode ser lido em [Figueiredo et al.| (2020)),
no qual pretende-se abordar mais alguns casos particulares do Teorema de Dirichlet. Diferente do primeiro,
nessa continuacao as P.A.s exigem alguns resultados preliminares, para sé entao seguirmos para o modelo
de demonstragao, cujas ideias germinais, ja se encontram no Teorema da Infinitude dos Numeros Primos de
Euclides.

2. Metodologia

Este trabalho é proveniente de duas das atividades realizadas pelo Grupo PET-Matematica-UFCG, inti-
tuladas “Pesquisa em competéncias basicas no uso da linguagem escrita e oral, em idioma estrangeiro e na
area de tecnologias de informacao e comunicagao” e “Workshop didatico-pedagdgico de pratica de ensino em
Matematica”. Para o desenvolvimento do trabalho, realizamos uma pesquisa bibliografica sobre o tema, por
meio da leitura de livros, artigos e pesquisa em sites. Apés os estudos provenientes da pesquisa, sob a orientacao
do Tutor do Grupo, Prof. Daniel Cordeiro, partimos para a fase de elaboragdo de uma apresentacao em slides
para ser exposta no Workshop didatico-pedagégico.

3. Resultado e discussao

Em um trabalho j& publicado demonstramos alguns casos particulares de P.A.s contendo uma infinidade de
ntmeros primos (FIGUEIREDO et al [2020). Nele podemos perceber um certo “padrao” de demonstragao,
também encontrado na demonstragao do Teorema da Infinidade de Niimeros Primos dada por Euclides. Nesse
sentido, apresentaremos agora mais dois casos de progressoes aritméticas com uma infinidade de niimeros primos,
cujas demonstragoes desse fato apresentam algumas peculiaridades.

Ademais, para nossa abordagem utilizaremos alguns resultados preliminares que apresentaremos a seguir.

Teorema 2 (Teorema Fundamental da Aritmética). Seja n € N e n > 1. Ezistem nidmeros primos p; < py <
c- < pg ey, qe,...,ap €Ny com k € N, tais que
n = p?l . pg2 ..... pgk.

Essa decomposi¢do € unica, a menos de ordem (VIEIRA .

Teorema 3 (O Pequeno Teorema de Fermat). Se q € primo e s € N, entdo q | s —s. Ou ainda em termos de
congruéncia

s =s (mod q)
VIEIRA .
3.1 AP.A. (1,5,...,4k+1,...)
Para demonstrarmos a infinitude de nimeros primos na P.A. (1,5,...,4k+ 1,...) necessitamos do seguinte

lema:

Lema 3.1. Todo nimero da forma s>+1, coms € N e s > 1, tem algum divisor primo da P.A. (5,9,...,4k+1,...
e nao pode ter divisores primos na P.A. (7,11,...,4k+3,...) (RIBENBOIM, |2001)).

Demonstracdo: Observemos que s>+ 1 # 2", com 7 € N e 7 > 2. De fato, se s for par, entdo s> + 1 é fmpar
e nao hé o que discutir. Por outro lado, se s for impar, isto é, s = 2m + 1, entdo s> + 1 é um nimero da forma
4k 4 2, com k € N, donde segue que 4 { s> + 1, mas 4 | 2", pois 7 > 2.

Além disso, o Teorema |2| garante que existe p primo tal que p | 52 4+ 1. Desse modo, como p # 2 teremos p
da forma 4k 4 1 ou 4k + 3, para algum k£ € N. Mostraremos que p s6 pode ser da forma 4k + 1. Com efeito,
suponha por contradicao que p = 4k 4 3, para algum k& € N, Assim, podemos observar que
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p=4k+3=4m —1, onde m = k + 1 para algum k € N.

Ademais, como p | s* + 1, da definicao de congruéncia, segue que

52 = —1(mod p). (1)

Das propriedades de congruéncia, podemos elevar ambos os lados de 1' pela poténcia b € N, e assim,
temos

p—1 —1 m—2

(1) = (—=1)"7 (mod p) = (—1) ™ (mod p)
= (=1)*"~(mod p)
= —1(mod p).

Dali, segue que
P71 = —1(mod p) = p | sP71 + 1.
Logo, p | s* + s. Além disso, pelo Teorema p | s? —s. Assim, tem-se
pl(sP+s)—(sP —s) =2s.
Dessa forma, sendo p um primo fmpar segue que p | s e, consequentemente, p | s2. Como p | s* + 1, obtemos
plsP+1—s*=1,
o que é um absurdo. Portanto, p = 4k + 1 para algum k € N. [ |
Com isso, partiremos para a demonstragao do Teorema.
Teorema 4. Na P.A. (1,5,...,4k +1,...) hd uma infinidade de nimeros primos.

Demonstra¢do: Suponhamos, por contradicao, que exista uma quantidade finita de nimeros primos na P.A.
(5,9,...,4k+1,...), com k € N, digamos

P:={5,13,...,4ko + 1}. (1% Etapa)

Considere o ntimero n = (2-5- ... - (4kg+1))>+1 > 1 (2% Etapa). Temos n > p para qualquer p € P e daf,
como (2-5- ... -(4ko+1))* > 1, pelo Lema existe ¢ = 4k+1 primo, para algum k € N, tal que ¢ | n (5% Etapa).

Ora, ¢ ¢ P, pois caso contrério ¢ | (2-5- ... - (4ko +1))? e como q | n, terfamos
qln—(2-5- ... (4ko+ 1)} =1,
o que é um absurdo (4 FEtapa).

Portanto, deve existir uma infinidade de nidmeros primos na P.A. (1,5,...,4k+1,...). |

Observe que o nimero n foi tomado como um niimero da PA, pois n = 4(5-13- ... - (4ko + 1))%. Dai, na
demonstragiao anterior, podemos notar algumas etapas semelhantes as encontradas em [Figueiredo et al| (2020)),
apenas diferenciando-se por informagoes adicionais. Agora, veremos um caso mais geral.
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3.2 PAA. (1,14+27,142-2",....1+k-2",...),comr>2e k€N

Para demonstrarmos a infinitude de ndmeros primos na P.A. (1,142",142-2",...,1+k-2",...) precisaremos
do seguinte lema:

Lema 4.1. Sejam p um nimero primo e M,n € N, com mdc(M,n) = 1, tais que p | M™ — 1. Sejab>1 o
menor natural tal que p | M® — 1. Entdo b | n.

Demonstra¢ao: Inicialmente, observe que a existéncia de b é garantida pelo Teorema [3| e pelo Principio da
Boa ordenagao.
Ademais, nas condicoes dadas, temos
M"™ = 1(mod p) (2)

M® = 1(mod p). (3)
Dai, pelo Algoritmo da Divisao, segue que n =gb+r,onde ¢ >0e 0 < r <b.
Suponha que 7 > 0, ou seja, 7 > 1. Segue de |3 e das propriedades de congruéncia que
(M®)4 =19 (mod p) = (M*)IM"™ =19- M" (mod p)
= M" = M) = M" (mod p)

Dai, observando [2 tem-se M" = 1 (mod p), o que contraria a minimalidade de b, pois 1 < r < b. Portanto,
r=0eb|n. ]

Teorema 5. A progressao aritmética (1,1 +2",1+2-2" ..., 14+k-2",...), comr > 2 firo e k € N, contém
uma infinidade de nimeros primos.

Demonstragdgo: Suponhamos que exista uma quantidade finita de ntimeros primos na P.A. (1,1 4+2",1+2-
2", ..., 1+ k-27,...), digamos

P = {plap2a cee 7pn}7n € N.
Desse modo, os elementos de P s@o os Unicos primos tais que 2"|p; — 1, para 1 < i < n.

Considere o nimero N =2-py -py - ... -ppe M = N2 Desse modo, mostraremos que existe p primo
tal que 2"|p— 1 e p # p; para 1 <i < n.

Com efeito, nas condicdes dadas tem-se M — 1 > 1 e, além disso, observe que M? —1 = (M —1)(M +1), ou
seja, M —1 | M? — 1. Ademais, como 1 < M — 1 < M? — 1, pelo Teorema segue que existe p primo tal que

M?—-1 (M-1)(M+1)
M-1 M-—1 ’

|

istoé, p| M + 1.
Assim, sep | M —1, comop | M+1entdop | M+1— (M —1) = 2. Dai, sendo p primo tem-se p = 2, donde
segue que
r—1 r—1
pIM=N*"=(2-pi-pr- ... pn)?

e, consequentemente, p | M — (M — 1) = 1, o que nos leva a um absurdo. Logo,
ptM—1=N?"_-1 (4)
Por outro lado, sabendo que p | M + 1, tem-se
p| (M+1)(M—-1)=M?-1=N?¥ —1. (5)

Observe que se p € P, entdo p | N e, por conseguinte, P | M donde terfamos p | M +1— M =1, o que é um
absurdo. Logo, mde(p, N) = 1 e assim, pelo Teorema [3| obtemos

p| NP7 ] (6)
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Sabendo que p ¢ P, para concluirmos a demonstragio, basta mostrarmos que 2" | p — 1, chegando a uma
contradigao.

De fato, del5|e @ sendo ¢ > 1 o menor natural tal que p | N* — 1, segue pelo Lema quet|2et|p—1,
respectivamente. Ademais, detem—se que t 12771 isto é, t # 2° para 1 < s < r. Logo, t = 2", donde obtém-se
2" | p— 1, o que é uma contradigao.

Portanto, existe uma infinidade de ndmeros primos na P.A. (1,1 +2",1+2-2" ..., 1+k-2",...). |

Com isso, encontramos uma forma para obter alguns dos niimeros primos, o que nos dé um certo controle,
no entanto, nao conhecemos esses numeros primos e nem sabemos onde estao.

4. Conclusoes

De acordo com o apresentado, pode-se perceber a dificuldade em trabalhar com os niimeros primos, uma vez
que nao conhecemos todos, ou seja, ndo temos uma férmula que descreva todo o conjunto dos niimeros primos.
Entretanto, ao trabalhar com certos tipos de progressoes aritméticas, temos um “controle” sobre uma infinidade
de ntimeros primos mesmo sem saber quem sao e onde estao.

As P.A.s vistas neste trabalho remetem a demonstracdo de Euclides, porém fornecendo uma nova forma
de observar a infinidade de ntimeros primos, trabalhando com outros resultados importantes da Teoria dos
nimeros.
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