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Resumo: As demonstragoes matemdticas sao ferramentas utilizadas pelos matemdticos para mostrar a vera-
cidade de algumas sentencas matemdticas, podendo variar em diversos tipos e tecnicidades. FEste trabalho tem
como objetivo explanar uma demonstracdo inusitada da infinitude dos niumeros primos feita por um brilhante
e excéntrico matemdtico hingaro, chamado Paul Erdés (1913 - 1996). Com isto, pretendemos alcangar, prin-
cipalmente os discentes da graduacgdo, estimulando sua curiosidade matemdtica, exibindo wma demonstracdo
possivelmente ainda nao vista, inusitada e que vale a pena ler aos auspicios de seu criador. Fsse trabalho foi
realizado por meio de uma atividade do Grupo PET-Matemdtica-UFCG, intitulada “Pesquisa em competéncias
basicas no uso da lingua escrita e oral, em idioma estrangeiro e na drea de tecnologias de informagao e comu-
nicacdo”, na qual o Prof. Tutor Daniel Cordeiro sugeriu uma referéncia, que foi lida e estudada pelos autores
petianos, para que posteriormente fosse desenvolvido, pelo autores, um trabalho, com um conteido que tivesse
uma abordagem mais acessivel, diddtica e com as notagoes simplificadas. Vale salientar que, além do presente
trabalho ser revisado e lido pelos demais integrantes do PET, foi exposto no Workshop Diddtico-Pedagdgico,
com intuito de testar a metodologia que foi usada para tornd-lo mais inteligivel para um nivel de conhecimento
dos alunos inciantes dos cursos de Matemdtica. Por fim, esperamos que os leitores deste trabalho apreciem
essa belissima demonstragdo da infinitude dos numeros primos e agrequem mais conhecimento a sua caminhada
académica.
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1. Introdugao

Segundo [Filho (2016]), uma demonstracdo matematica é uma cadeia dedutiva de raciocinio que usa argu-
mentos validos e uma sequéncia finita de sentencgas, que podem ser axiomas, teoremas, definigoes, hipdteses
ou até mesmo uma sentenga resultante da anterior. Nesse contexto, podemos ressaltar que nem sempre as
demonstragoes matemadticas sao faceis de serem compreendidas pelos iniciantes, pois existem casos em que os
argumentos sao carregados de notacoes e resultados técnicos ou muito sofisticados. Ainda mais, pela natureza
das demonstragoes matematicas, existem diversos tipos delas e, como todas as obras primas, vao das mais
simples as mais elegantes demonstragoes.

Mostrar que o conjunto dos numeros primos ¢é infinito pode parecer uma tarefa facil, como fez parecer o
matemédtico Euclides de Alexandria (300 a.C - desconhecida), que provou essa afirmagao utilizando o método de
demonstracdo ad adsurdum e um raciocinio extremamente brilhante, até hoje admirado e utilizado (BOYER;
MERZBACH]| 2010). Segundo|Ribenboim! (2001)), virios mateméticos ji demonstraram essa afirmagéo de formas
totalmente distintas, tais como: Ernt Kummer (1810 - 1893), Chales Hermite (1822 - 1901), Christian Goldbach
(1690 - 1764), Leonard Euler (1707 - 1783) etc. Porém, neste trabalho, vamos voltar nossos olhos para uma
elegante, inesperada e inusitada demonstragao feita por um engenhoso mateméatico hungaro chamado Paul Erdos
(1913 - 1996).

Filho de professores de Matemdtica, em sua infancia, Paul Erdos ja mostrava seus talentos na Matematica.
Segundo [Brusamarello e Carmelo| (2009)), enquanto brincava com os nimeros, apds uma pessoa dizer o ano que
tinha nascido, ele devolvia rapidamente a quantidade de dias, horas e segundos que ela tinha vivido. Quando
adulto, Erdos era bastante conhecido por seu diferente e exédtico estilo de vida. Passando por diversos paises,
trabalhando com os mais variados matemaéticos, ele nao via prazer em angariar bens materiais devido as suas
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contribuicoes, Erdos adaptava-se rapidamente aos diversos ambientes para qual viajava com um tinico propésito:
resolver os problemas “mais dificeis”da Matematica. Erdos deixou diversas contribuigdes em vérias dreas da
Matematica, no entanto, trabalhou mais diretamente nas areas de Teoria dos Nimeros e Anéalise Combinatdéria.
Segundo Brusamarello e Carmelo| (2009)), a contribuigao desse notdvel matemdtico foi tao reconhecida que ele
foi homenageado com um ndmero, chamado Numero de Erdds, que “mede”a proximidade de um pesquisador
que trabalhou com esse matematico.

A demostragao que iremos expor neste trabalho pode ser encontrada no livro intitulado: Proofs From the
Book, (ZIEGLER; HOFMANN] 2014)), cuja tradugdo para o portugués ficou como “Provas do Livro”. Para
Erdos, existem demostragoes que sao consideradas verdadeiras obras de arte, assim, era necessario reunir as
melhores e mais elegantes demostragoes de cada resultado matematico em um tnico livro que as contenham,
nao um livro qualquer, mas “O livro”. Além de deixar sua marca registrada neste livro, Paul Erdos indicou
demonstragoes e solugoes de outros matematicos, entretanto, acabou falecendo antes da publicagao do livro.

Passemos a parte matemética de nosso artigo. Podemos evidenciar um fato muito interessante que acontece
quando comegamos a manipular os nimeros naturais. Observe que, ao olharmos para os inversos dos nimeros
naturais, 1/n tal que n € N, podemos deduzir: quanto maior o nimero n, mais o valor da fragdo se aproxima
de zero. Entretanto, impressionantemente, a sequéncia das somas parciais da série

] 1 1 1 1 1 1 1
togtgtytstgtatgt
nao vai para zero, em verdade, tende para mais infinito. Essa série anterior é muito importante no Célculo
Diferencial e Integral e é chamada de Serie Harmonica (THOMAS| [2012)). Mais surpreendentemente ainda,
Erdos, seguindo as ideias da demonstracao feita por Euler, (ZIEGLER; HOFMANN]| |2014), selecionou os
inversos dos nimeros primos e, com o mesmo raciocinio anterior, apostou suas expectativas na divergéncia
dessa parte da Série Harmonica

11 1 1 1 1

A aposta de Erdos foi bastante ousada, pois quando selecionamos uma quantidade infinita de nimeros
naturais, mas nao todos, a série formada pelos inversos dos numeros selecionados pode convergir ou nao para
um numero real. A saber, se selecionarmos as poténcias de 2 e considerarmos a série dos inversos desses nimeros,
Z(l /2)™, obtemos uma série geométrica, que sabemos ser convergente. E, agsim, Euler abriu um caminho para
Erdos exibir uma nova forma de demonstrar a infinitude dos nimeros primos.

Neste trabalho, provaremos que a série dos inversos dos primos diverge e, consequentemente, obteremos uma
demonstracao da infinitude dos nimeros primos!

2. Metodologia

O presente trabalho é fruto das atividade do Grupo PET-Matematica-UFCG, intitulada: “Pesquisa em com-
peténcias bésicas no uso da lingua escrita e oral, em idioma estrangeiro e na area de tecnologias de informacgao
e comunicacao”, “Workshop Didatico-Pedagégico” e “Redagao e Participacao em Encontros Cientificos”. Ini-
cialmente, o Prof. Tutor Daniel Cordeiro, indicou uma referéncia em inglés para que fosse lida e estudada
pelos tutorandos. Logo apéds realizada a leitura e o estudo, os discentes desenvolveram um conteudo especifico,
visando trazer uma abordagem mais simplificada e didatica do tema tratado, abrandando as notagoes e, assim,
promovendo um melhor entendimento dos resultados. Além disso, em sua fase de escrita, o trabalho foi lido
pelos demais integrantes do PET com o intuito de que fossem feitos apontamentos para aprimoramento do
texto. Por fim, foi apresentado em outra atividade do Grupo, intitulada como: Workshop Didético-Pedagdgico,
com o objetivo de testar a metodologia e encontrar uma melhor maneira para ser exposto.

3. Resultado e discussao

Antes de exibir a inesperada demonstracao do matematico Paul Erdos sobre a infinitude dos niimeros primos,
iremos vislumbrar alguns resultados e defini¢goes preliminares para ajudar no entendimento da demonstracao do
teorema principal.
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A partir do Principio da Boa Ordem, consideremos a sequéncia dos niimeros primos (p1, p2, s, . . .) ordenada
de forma crescente. Sejam N e k numeros naturais fixos a serem escolhidos posteriormente, definamos os
conjuntos

Ak = {pl,p27p3a e apk} € Bk - {pk+1,pk+27 vy Pmy - }

Agora, a partir de Ay e By, definamos os conjuntos:
D;‘,’“ ={neN;n<N e oun=1oun é divisivel somente por elementos de Ay},

DY :={n e N;n < N en é divisivel por algum elemento de By}

Observe que Da* ¢ DB* s3o finitos, pois os elementos deles também sdo nimeros naturais menores do que N.
N N )
Vejamos a seguinte propriedade entre os conjuntos D e DBx.
) prop ] N N
Lema 1: Os conjuntos DJ‘?,"‘ e Df,k sao finitos, disjuntos e

card(Dy*) + card(DEF) = card(DyF U DRF) = N.

Demonstragdo. Observemos que se n € Df\l,’“, entdo n é divisivel apenas por elementos de Ay, logo, ndo é
divisivel por nenhum elemento de By, e, assim, n ¢ Df,’“. Dessa forma, Dﬁk N Df,’“ = (.

Provemos agora que sendo n < N natural, temos n € D]‘?,’“ U Df,’“. Notemos que 1 € DX‘,’“ U Df,’“. Agora,
seja n um numero natural tal que 1 < n < N, entao existe, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, um
ndmero primo p; que divide n. Se n é divisivel apenas por nimeros primos de Ag, entdo n € Df,’“, caso
contrario, existiria um p; de By que dividiria n e, assim, n € Df,’ﬁ Dai, se n < N, entao n € Dﬁ" u
Dﬁ’“. Portanto, o conjunto {1,...,N} C D}i‘,"' U Df/" e, por definigdo, D]‘?,’“,Df,’“ c {1,...,N}. Desse modo,
Dy UDEs = {1,... N}. Portanto, card(Dy*) + card(DE¥) = card(Day* U DE*) = N. C.Q.D

Segundo , pelo Principio da Contrapositividade, uma sentenga (H = T') serd vélida se, e
somente se, sua contrapositiva (YT ="~ H) for vdlida. Logo, se demonstrarmos (~7T =~ H), temos assegurada
a validade de (H = T), onde H é a hip6tese e T a tese de uma sentenga matemética. Tendo isso em vista,
para mostrar que o conjunto dos nimeros primos PP é infinito, basta utilizarmos a seguinte logica: Se P é finito,

entao Z — converge. A contrapositiva é:
bi
1. < AP
Se Z — diverge, entao P ¢ infinito.
pi

. 1. .
Assim, provaremos que E — diverge, com p; € P, e consequentemente, teremos que o conjunto dos niimeros

primos € infinito. Vejamos a demostragao do resultado principal.

Teorema: O conjunto dos nimeros primos é infinito.
o0

Demonstracao. Primeiramente, suponhamos por contradigao que E — converge. Desse modo, obtemos
i=1 1"
a soma dos tltimos termos se aproximando de zero:

| o _ 21 1
klggo<2 m)ﬂﬂﬂ(?_;m_;m) -

i=k+1

Portanto, pela defini¢do de limite, existe ky € N tal que, para k > kg, temos

) [eS)

1 1 N N

—<-= R 1
Yl y o W
i=k+1 i1=k+1
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Sejam k > ko fixo e N um nimero natural fixo. Consideremos os conjuntos Ay, By, D]‘é,’“ e DJ]\B,’“ conforme
definido inicialmente. Mostraremos que, para um ntumero natural N adequado,

card(D;‘,’“) + card(DYF) < N

0 que contraria o Lema 1.
Definamos |z| como sendo o piso de z € R, onde |x] é o maior nimero inteiro menor do que ou igual a z.

Logo, de , segue que
N N N N N
Z{.JSZ,<2:‘Z{.J<2’ 2)

i>k+1 pi i>k+1 Pi i>k+1 Pi

N N
sendo \‘J a imagem de — pela funcao piso. Agora, estimemos a quantidade de elementos de Df,’“. Se
i i

m € Dﬁ"‘, entdao m < N e existe um numero primo p; € By que divide m, logo m é um multiplo de p;, com

,

p; € Bi. Assim, todo elemento de Df,’“ é multiplo de algum p; de By e é menor do que ou igual a N. Portanto,

DY M := {rpi;r € N,p; € By e rp; < N}.

N

Observe que {J é a quantidade de multiplos de p; menores do que N. Observe também que M ¢ finito, pois,
Di

para primos suficientemente grandes, teremos rp > N para todo n € N. Logo, na soma a seguir, ha apenas uma

finidade de parcelas nao nulas:

card(M) = 3 {NJ = card(D¥) < card(M) = 3 {NJ < % ()

S Lo pi

Estimemos a quantidade de elementos de DA’“ Para auxiliar na estimativa de quantos elementos D]‘L\‘,’c possui,
decomponhamos os elementos m de D4 ~° como produto de nimeros primos, 15‘50 é,m= p -py? ... pRt, com
pi # pj para i # j, o que é possivel pelo Teorema Fundamental da Aritmética (SANTOS m Utlhzando o
Algoritmo da Divisao de Euclides, reescrevendo as poténcias da forma «; = 2I; + Bi, com l; > 0e B; € {0,1},

podemos reescrever m da seguinte maneira:

I 1 !
m:(pfl'pgz p£k>'(p11'p22'~-~'pkk)2:am'b3n
onde a,, = pfl pg"’ . ~p£k eb, = plf -pl22 L -pif’“. Pelo fato de que m € Dﬁ" e a,, ser livre de quadrados,

segue-se que a,, ¢ o produto de diferentes elementos de Ay e a,, < ambfn =m < N. Concluimos, pelo Principio
Fundamental da Contagem, que existem até 2F diferentes nimeros a,, livres de quadrado. Ou seja, a quantidade
de termos Q(a,,) de a,, cumpre

Qam) < ok, (4)
Dai, encontramos uma cota superior para Q(a,,).

Agora, note que
am21:>amb?nZbilémzbfnébmgx/m.

Ainda mais, como m < N, verifica-se
Vm < VN = b, < vm <VN.
Dai, encontramos uma conta superior para a quantidade Q(b,,) de possiveis b,,. A saber:
Qbm) < VN. (5)
De (@) e () segue-se que
Q(am) < 2% e Q(by) < VN = card(Dy*) = Q(am) - Q(by) < 28V/N.
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N
Recordando que card(DR*) < 5

, resta encontrar um N natural tal que

N
card(Dy*) = 28VN < 5

Ou seja, precisamos encontrar um N tal que
28VN < % & 2N < N o 22D N < N? & 2204D < I,
Com essa finalidade, basta tomar N = 2(2’”2), que, por conseguinte,

+= =N

N N N N
card(DRF) < 5 € card(D;‘,’“) < 5 = card(Df\‘,’“) + card(DYF) < 5 t5

O que contraria o Lema 1. Portanto, o conjunto dos ntimeros primos ¢ infinito. C.Q.D.

4. Conclusoes

O presente trabalho possibilitou que os petianos envolvidos treinassem e aperfeicoassem suas habilidades
na lingua estrangeira inglés, através de uma elegante e criativa demontracao feita pelo excéntrico matematico
Paul Erdos. Além disso, com a traducao e simplificagdo das notacoes, eles também puderam trabalhar a parte
de redacao e escrita matematica agucando, assim, suas habilidades para redigir demonstragbes. Ainda mais,
pode-se aperfeicoar as habilidades pedagdgicas a fim de tornar a demonstragao original mais acessivel e atraente
para os alunos iniciantes nos cursos de Matematica.

A demonstracao vista é um tanto inusitada, pois Paul Erdos colocou todas as suas apostas nos ensinamentos
do grande mestre Euler, que também demonstrou a infinitude dos nimeros primos. Ainda mais, ao fazer a
prépria demonstragao da infinitude dos nimeros primos, inspirado por Euler, provando a divergéncia da série
dos inversos dos nuimeros primos, Erdos utilizou técnicas e ferramentas belissimas que nos faz abrir a mente
admirando-se com essa inusitada criatividade.
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