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RESUMO

Este projeto de Iniciagao Cientifica exibe um estudo estruturado em contetdos das
disciplinas de Algebra Linear | e Il, Andlise Real e Analise Funcional, sendo divido em
trés etapas: a primeira etapa trata-se do estudo de conceitos introdutérios, em que é
trabalhada a base matematica do discente, relembrando e revisando tdpicos relevantes,
necessarios para o bom desenvolvimento do tema principal; a segunda etapa diz
respeito ao estudo de tdpicos iniciais de Analise Funcional, seguindo o classico trabalho
de H. Brezis, "Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations”;
por fim, o estudo do tema principal, quando sao exploradas as propriedades dos
Espacos de Hilbert. Tendo isso em vista, 0 presente projeto tem como objetivo trabalhar
a teoria geral de Espacos de Hilbert, com foco no Teorema de Lax-Milgram, o qual pode
ser usado para garantir existéncia e unicidade de equacdes diferenciais parciais como

~Au+u=f emQCRY,
u=0 em 0,

sob algumas hipoteses técnicas. Além disso, fazer com que o discente enriqueca e

aumente seus conhecimentos em Matematica, para que futuramente possa ter um
satisfatério desempenho em cursos de pos-graduacao na area em que estudamos.
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ESPACOS DE HILBERT

ABSTRACT

This Scientific Initiation project is a three step program in which various topics
are studied, as Linear Algebra, Real Analysis and Functional Analysis. At first, Linear
Algebra and Real Analysis theory are revised; after that, introductory topics of Functional
Analisys are explored, following the path presented by classic H. Brezis’ book, "Func-
tional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations”; finally, properties
of Hilbert Spaces are examined. With this in mind, this project aims to study general
properties of Hilbert Spaces, having Lax-Milgram’s Theorem as final goals, which can be
use to estabilish existence and unicity of solution for some partial differential equations
such as

~Au+u=f inQCRY,
{ u =0 on 0,

under some technical hypothesis. As a consequence, general mathematical knowledge
of our student will be enriched and enhanced.
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INTRODUCAO

O estudo de Algebra Linear na graduacao tem como um dos objetivos dar base para
os discentes trabalharem com Calculo de Fungdes de Varias Variaveis e Equacdes
Diferénciais Ordinarias. Este segundo tema é empregado no estudo de fenébmenos
fisicos simples, como problemas de misturas, sistema massa-mola, propagacéao de calor
em uma dimensao, etc. Para problemas fisicos mais complexos, faz-se necessario o
uso de ferramentas matematicas mais avancadas. Dai, destacamos o estudo de Analise
Funcional, tema tanto versatil quanto poderoso para estudar propagacao de ondas e
calor em dimensdes mais altas e membranas. Além disso, a Analise Funcional é, sob
certo ponto de vista, a escolha mais natural quando o desejo € prosseguir estudos
iniciados com Algebra Linear. Além deste tema, para chegar aos conteildos mais
avancados de Analise Funcional, o discente também precisa ter uma base sélida na
disciplina de Anadlise Real, que é o ponto de partida para o entendimento de conceitos
que sao utilizados para compor o estudo principal da Iniciacao Cientifica.

Com relagé@o a Andlise Funcional, o tema € vasto e profundo. Sendo assim, o foco €

Teorema de Lax-Milgram: Seja «(.,.) uma forma bilinear continua e coerciva em um
espaco de Hilbert H. Dado ¢ € H*, existe um Unico elemento v € H tal que

a(u,v) = (¢p,v), Vv € H.
Mais ainda, se a € simétrica, entdo u é caracterizada por

ue H e ;a(u,u) —{p,u) = Eréi}{l{;a(v,v) — (gb,v)}.

Este resultado pode ser aplicado para garantir existéncia e unicidade de solugcéo de
problemas de Laplace com condigédo de Dirichlet homogénea

—Au+u=f em(),
u=0 em 0f),

em que 2 C RY é um conjunto aberto e limitado e f € H, para um espaco de Hilbert H
adequado.

Inicialmente, a escolha do tema foi motivada a partir de um eminente interesse do
orientando em estudar temas relacionados & Algebra Linear. Ainda mais, é de extrema
vontade do aluno, depois da graduacao, continuar os estudos em temas matematicos
mais avancados. Sendo assim, aproveitamos esta oportunidade para fazer uma ponte
que relaciona alguns tépicos de Algebra Linear em dimensao finita com contetidos das
disciplinas voltadas a uma pds-graduacao.



MATERIAIS E METODOS (OU METODOLOGIA)

Devido o atual cenario (Pandemia covid-19), os encontros para o andamento do
projeto sdo realizados atraves da plataforma digital Google Meet. As reunides ocorrem
semanalmente, com duracao de 2h, nas quais sao estudados os conteudos progamados
no planjamento que foi estabelecido previamente pelo o orientador e discente.

Sobre as apresentacdes para o acontecimento da Iniciacdo Cientifica, objetivando
o aperfeicoamento da escrita matematica, do uso portugués formal do aluno, as exposi-
¢bes de conteudos relacionados a Matematica e a digitacdo de conteudos académicos,
foi acordado entre orientador e orientando que as exposicoes serdo realizadas através
de um compilado feito pelo software IETEX. O IBTEXé um programa com alta qualidade
tipografica voltado a digitacdo de textos cientificos, em particular, um dos principais
meios de escrita de textos matematicos.

Tendo como objetivo proporcionar um melhor rendimento e fixagdo de conteudos
por parte do discente, as exposi¢cdes semanais sdo acompanhadas de discussdes e
apontamentos de problemas propostos. Tais exercicios sao escolhidos diligentemente
pelo orientador, deixando, assim, os temas estudados mais interessantes e didaticos.
Sempre que oportuno, o orientador e o discente reservam algumas reuniées para a
resolucao de exercicios, focando na revisao de tépicos estudados anteriormente e,
mais precisamente, nos pontos que serao fundamentais para o estudo da teoria geral
dos Espacos de Hilbert.

Vale ressaltar que a bibliografia, citada no fim deste material, foi escolhida de modo
a construir sobre bases solidas o percurso até o nosso objetivo.

DESENVOLVIMENTO

Inicialmente, para a constancia do projeto e tendo com objetivo fortalecer a base
matematica do aluno, tendo em vista o tema principal da Iniciacao Cientifica, o estudo
do presente projeto foi desenvolvido a partir de tépicos relacionados & Algebra Linear
em dimens3o finita e Analise Real. Sobre o que diz respeito a disciplina de Algebra
Linear, foi estudado e apresentado pelo orientando os seguintes topicos:

—

. Aplicagbes Lineares;

2. Aplicades Lineares e Matrizes;

3. Produto Escalares e Ortogonalidade;

4. Permutacoes;

5. Operadores Simétricos, Hermitianos e Unitarios;

6. Autovetores e AutoValores;



7. Diagonalizacdo de Aplicagdes Unitarias;

8. Espacos Vetoriais Complexos.
Tais assuntos foram desenvolvidos a partir das referéncias (LANG, 2003) e (LIMA,
2003).

Ja na parte de Andlise Real, o discente estudou e expbs o0s seguintes tépicos:

1. Sequéncias de Numeros Reais;
2. Séries de Numeros Reais;

3. Topologia da Reta;

4. Limites de Fungoes;

5. Fungdes Continuas.

Estes contelidos foram desenvolvidos a partir das referéncias (LIMA, 1976) e (AVILA,
2001).

A segunda etapa do projeto, a qual estamos desenvolvendo no presente momento,
esta diretamente ligada ao estudo dos conteudos iniciais de Analise Funcional, que
irdo compor o tema final da Iniciacdo Cientifica. Para esta etapa sao utilizadas as
referéncias (BREZIS, 2011), (KREYZIG, 1978), e estamos estudando os seguintes
topicos:

1. The Analytic Form of the Hahn-Banach Theorem: Extension of Linear Functionals;
2. The Bidual E**. Orthogonality Relations;

3. Weak topologies, Reflexive Spaces, Separable Spaces.

Para alcancar a terceira e ultima etapa, o discente ira estudar as referéncias (KREY-
Z1G, 1978) e (BREZIS, 2011), mais precisamente, o tema: Espacos de Hilbert, tendo
como obetivo aplicar o Teorema de Lax-Migram em situa¢des diversas.

RESULTADOS E DISCUSSOES

Como foi citado anteriormente no desenvolvimento, para compor este projeto, o
orientando estudou e exp0s diversos conteudos relacionados as disciplinas também
mencionadas anteriormente. Logo abaixo, ressaltamos os principais resultados alcan-
cados pelo discente, sobre o que diz respeito ao estudo de Algebra Linear e Analise
Real.



« (Teorema da Dimensao do Nucleo e da Imagem) Sejam V e W dois espacos
vetoriais e L : V — W uma aplicacao linear. Tem-se:

dim(V') = dim[N(L)] + dim[Im(L)].

* (Teorema 4.1, (LANG, 2003)) Dada a aplicagao bilinear g : K™ x K* — K, existe
uma unica matriz A tal que g = g4, onde

g(X,Y) = XTAY.

» (Teorema 6.2, (LANG, 2003)) Seja VV um espago vetorial de dimenséo finita sobre
um corpo K, munido de um produto escalar ndo degenerado. Entdo a aplicacao
v — L, € um isomorfismo entre V' é o espaco dual V*.

(Teorema de Sylvester) Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre R,
munido de um produto escalar. Existe um inteiro » > 0 verificando a seguinte pro-
priedade: se {vy,...,v,} € uma base ortogonal de V, entdo existem precisamente
r inteiros i tais que (v;, v;) > 0.

* (Teorema 11.1, (LIMA, 2003)) Seja £ um espaco vetorial n-dimensional, munido
de um produto interno. A correspondéncia ¢ : £ — E que associa a cada
v € E o funcional linear ¢(v) = v, tal que v*(w) = (w,v) para todo w € F € um
isomorfismo.

* (Teorema 11.4, (LIMA, 2003)) Dada a transformacéao linear A : £ — F, entre
espacos vetoriais de dimenséo finita munidos de produto interno, tem-se

N(A*) = Im(A)*

Im(A*) = N(A)*
N(A) = Im(A*)*
Im(A) = N (A",

* (Teorema 13.4, (LIMA, 2003)) Se \,..., ), sao autovalores dois a dois dife-
rentes do operador auto-adjunto A : £ — E, os autovetores correspondentes
vy, ..., Uy SA0 dois a dois ortogonais.

* (Teorema Espectral, (LIMA, 2003)) Para todo operador auto-adjunto A : £ — F,
num espaco vetorial de dimenséo finita munido de um produto interno, existe uma
base ortonormal {u4,...,u,} C E formada por autovetores de A.

« (Critério de Convergéncia de Cauchy para Sequéncias) Uma condicdo neces-
saria e suficiente para que uma sequéncia (a,,) seja convergente € que, qualquer
que seja 0 € > 0, exista N tal que

n,m >N = |a, —ap| <¢€



Equivalentemente: dado ¢ > 0, existe um indice N tal que, para todo numero
natural p,
n>N = |a, — Gpyp| <€

* (Critério de Cauchy para Séries) Uma condigcdao necessaria e suficiente para
que uma série > a,, seja convergente é que dado qualquer ¢ > 0, exista um N tal
que, para todo inteiro postivo p,

n>N = a1 + Gpyo + ...+ Qppp| <€

* (Critérios de Compacidade em R) As seguintes afirmacdes a respeito de um
conjunto K C R s&o equivalentes:

1. K é limitado e fechado;
2. Toda cobertura aberta de K possui subcobertura finita;

3. Todo subconjunto infinito de K possui ponto de acumulagéo pertencente a
K;

4. Toda sequéncia de pontos de K possui uma subsequéncia que converge
para um ponto de K.

* (Caracterizacao de Limite de Funcao por Sequéncias) Sejam X C
mathbbR, f: X — R, a € X'. Para que lim f(z) = L, € necessério e suficiente
que se tenha lim f(z,) = L para toda sequéncia de pontos z,, € X — {a}, tal que

lim z, = a.
n—0o0

+ (Caracterizacao de Continuidade por Sequéncias) Para que f : X — R seja
continua no ponto a € X é necessario e suficiente que se tenha Lim f(zn) = f(a)
para toda sequéncia de pontos x,, € X com nh_%lo T, = a.

 (Relacao entre Continuidade Uniforme e Sequéncia de Cauchy) Seja f : X —
R uniformemente continua. Se (z,,) € uma sequéncia de Cauchy em X, entdo
(f(x,)) € uma sequéncia de Cauchy.

Apesar de inicialmente o aluno apresentar algumas dificuldades pontuais (sendo
esta a primeira Iniciagao Cientifica desenvolvida pelo discente), no decorrer do pro-
jeto, ele alcangou rapidamente o ritmo de estudo e a compreensao correta sobre os
conteudos apresentados. Logo, entendemos que a primeira etapa foi concluida com
éxito.

Os principais resultados estudados pelo discente, sobre o que diz respeito aos
topicos iniciais de Analise Funcional, foram:



 (Forma Analitica do Teorema de Hahn-Banach) Seja £ um espaco vetorial real
e P: E — R uma funcéo que satisfaz as seguintes condigdes:

p(A\x) = Mp(z), Ve e E e YA eR,
e p(zr+y) =px) +ply), Yo,y cE.

Seja G um subespaco vetorial de E e seja g : G — R um funcional liner tal que
g9(z) < p(x), Vred.

Sob essas hipoteses, existe um funcional linear f definido em todo E que estende
g, ou seja, g(x) = f(x), paratodo x € G, tal que

f(z) <p(x) Yz € E.

* (Proposicao 3.1, (BREZIS, 2011)) Seja (z,,) uma sequéncia em X e seja P um
espaco topoldgico. Entéo z,, — = (em P) se, e somente se, ¢(x,) — ¢(z) para
todoi € I.

 (Proposicao 3.2, (BREZIS, 2011)) Seja Z um espaco topoldgico e seja ¢ : Z —
X uma aplicacao qualquer. Entao ¢ é continua se, e somente se, ¢ o ¢ € continua
de Z emY; paratodoi € I.

» (Teorema 3.26, (BREZIS, 2011)) Seja £ um espaco de Banach tal que E* é
separavel. Entédo E é separavel.

» (Teorema 3.29, (BREZIS, 2011)) Seja £ um espaco de Banach tal que E* é
separavel. Entdo By é metrizavel na topologia fraca o(E, E*).

Depois de estudados minuciosamente todos os resultados citados anteriormente,
vem sendo observado o excelente progresso do discente em varias frentes. Suas
habilidades com o software |ATgXsdo desenvolvidas e aperfeicoadas a cada exposigéo,
bem como seu estudo e utilizagdo do portugués formal. Além disso, como resultancia
dos conteudos estudados na Iniciacdo Cientifica, o orientando estda demonstrando
um melhor desempenho tanto em disciplinas ofertadas pela Unidade Académica de
Matematica (UAMat), como no grupo de estudo de Analise Real, promovido pelo
PET-Matematica-UFCG, Grupo ao qual o aluno faz parte.

CONCLUSAO

Diante do que foi exposto, concluimos que, além de fortalecer significativamente sua
base matematica em Algebra Linear e Andlise Real, o discente aprimorou e exercitou
seus conhecimentos em inglés a partir do estudo e leitura das referéncias (KREYZIG,
1978) e (BREZIS, 2011). Além disso, o aluno teve a oportunidade de lapidar suas
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habilidades no uso do BTEX, principal ferramenta utilizada para a produgéo de material
escrito em Matematica. Por fim, também ressaltamos uma mudancga positiva na redacao
matematica e o uso do portugués formal. Acreditamos que, ao final do projeto, o aluno
estara mais preparado para ingressar em uma pos-graduacao com foco em Analise
Matematica.
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